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LỜI NÓI ĐẦU 

Giải tích 2 là phần kiến thức toán học tiếp nối chương trình Giải tích 1 

dành cho sinh viên đại học Sư phạm Toán năm thứ Nhất. 

Nội dung và các chương mục của bài giảng này được biên soạn trong 

phạm vi 02 tín chỉ và theo sát chương trình đã quy định của Bộ Giáo dục & Đào 

tạo và của Trường Đại học Phạm Văn Đồng. 

Nội dung “ Bài giảng Giải tích 2” gồm 3 chương: 

Chương 1. Nguyên hàm và tích phân không xác định 

Chương 2. Tích phân xác định 

Chương 3. Chuỗi số và chuỗi hàm 

Bài giảng đã trình bày những nội dung căn bản như sau: 

Các khái niệm cơ bản về nguyên hàm và tích phân không xác định; Tích 

phân xác định và một số ứng dụng của tích phân xác định. Trong phần tích phân 

xác định có kiến thức mới là Tích phân suy rộng với cận vô hạn và tích phân suy 

rộng với cận hữu hạn. Một phần kiến thức khá hấp dẫn và mới đối với sinh viên 

là Chuỗi số và chuỗi hàm.  

    Đặc biệt, sau mỗi chương có phần bài tập rất phong phú để sinh 

viên củng cố kiến thức và rèn luyện kỹ năng tính toán. 

Bài giảng Giải tích 2 có nhiều kiến thức mới, hay nhưng cũng khá phức 

tạp. Do đó, sinh viên phải tập trung nỗ lực hết sức để tiếp thu các khái niệm, 

định nghĩa và nắm chắc các công thức, phương pháp của từng nội dung và vận 

dụng tính toán một cách thành thạo nhằm mang lại những kết quả tốt đẹp. 

Kinh nghiệm cho thấy rằng, nếu sinh viên nào không hiểu đầy đủ các quy 

tắc suy luận logic, không nắm vững các công thức toán học thì gặp nhiều khó 

khăn trong tiếp thu bài học cũng như vận dụng vào việc giải bài tập. 

Bài giảng đã giới thiệu các ví dụ minh hoạ thật đơn giản, dễ hiểu giúp 

người học dễ dàng tiếp cận với khối lượng kiến thức khá hấp dẫn và thú vị của 

từng chương. Chúng tôi hy vọng rằng “Bài giảng Giải tích 2” là một tài liệu học 

tập bổ ích cho sinh viên và là nguồn tư liệu phong phú cho quý Thầy, Cô giáo 

tham khảo, nghiên cứu. 

Đây là lần viết đầu tiên, chắc chắn bài giảng còn nhiều thiếu sót. Chúng 

tôi hết sức chân thành cảm ơn sự góp ý, nhận xét của bạn đọc về nhiều phương 

diện để nội dung bài giảng ngày càng được tốt hơn. 

                 Tác giả 
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CHƯƠNG 1.   

NGUYÊN HÀM VÀ TÍCH PHÂN KHÔNG XÁC ĐỊNH 

 

Bài 1. 

NGUYÊN HÀM VÀ TÍCH PHÂN KHÔNG XÁC ĐỊNH 

 

1.1 NGUYÊN HÀM  

 

1.1.1 Định nghĩa. Cho hàm số (x) xác định trong (a,b). 

   Nếu tồn tại hàm số F(x) thoả mãn F’(x) = (x); x(a,b), thì F(x) gọi là nguyên 

hàm của (x) trong (a,b), nếu có thêm F’(a+0) =(a); F’(b-0) =(b) thì ta nói 

F(x) là nguyên hàm của hàm (x) trên đoạn [a,b]. 

Ví dụ 1.1 

   i) F(x) = sinx - 2 là nguyên hàm của (x) = cosx; xR. 

Vì F’(x) = (sinx - 2)’= cosx = (x). 

ii) F(x) = x5+3 là nguyên hàm của (x) = 5x4; xR. 

Vì F’(x) = (x5+3)’ = 5x4 = (x). 

1.1.2 Các định lý về nguyên hàm 

Định lý 1.1 Nếu hàm (x) liên tục trên [a,b] thì nó có nguyên hàm trên [a,b] 

Định lý 1.2 

i) Nếu F(x) là nguyên hàm của (x) trên [a,b] thì F(x) + C; với C là hằng 

số tuỳ ý, cũng là nguyên hàm của (x) trên [a,b]. 

ii) Nếu F(x); G(x) là hai nguyên hàm nào đó của (x) trên [a,b] thì CR 

sao cho G(x) = F(x) + C; x[a,b]. Hay nói cách khác: Mọi nguyên hàm của 

(x) đều có dạng F(x) + C. 

Chứng minh:  

i) Vì F(x) là  nguyên hàm của (x) nên F’(x) = (x) 

 (F(x) +C)’ =F’(x) +(C)’ = (x)  F(x) + C là nguyên hàm của (x) 

ii) Ta có [G(x) - F(x)]’ = G’(x) - F’(x) = (x) - (x) = 0, x [a,b] nên  

C R sao cho G(x) - F(x) = C  G(x) = F(x) +C. 

1.2 ĐỊNH NGHĨA TÍCH PHÂN KHÔNG XÁC ĐỊNH  

1.2.1 Định nghĩa: Nếu F(x) là một nguyên hàm của (x) trong (a,b) hay 

trên [a,b] thì biểu thức F(x) + C; C là hằng số tuỳ ý, được gọi là tích phân không 

xác định của (x) trong (a,b) hay trên [a,b]. 

Kí hiệu:     dxxf )( . 

Vậy:      += CxFdxxf )()( . 

+ Dấu  được gọi là dấu tích phân. 

+ (x) được gọi là hàm dưới dấu tích phân. 

+ (x)dx được gọi là biểu thức dưới dấu tích phân. 

+ x gọi là biến số tích phân. 

 1.2.2 Các ví dụ 

Ví dụ 1.2 

                  a)  += C
x

dxx
6

6
5                  b)  +−= Cxxdx cossin  
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Ví dụ 1.3 Cho 




=
x

xf
0

)(  
;

;
     

0

0





x

x
 

                








+



=
0x         

0x                  ; 

;

0

)( 2

C
x

xdxxf        

1.3 CÁC TÍNH CHẤT CỦA TÍCH PHÂN KHÔNG XÁC ĐỊNH 

1.3.1 Tính chất 1. 

a)   )( )( ' xfdxxf =  b)   dxxfdxxfd )()( =  

1.3.2 Tính chất 2. 

  +== CxFdxxFxdF )()(')(  

Chứng minh.  

Ta có: 

           dF(x) = F’(x)dx = (x)dx     +=== CxFdxxfdxxFxdF )()()(' )( . 

1.3.3 Tính chất 3. 

   Nếu (x) có nguyên hàm trong (a,b) thì k.f(x) cũng có nguyên hàm trong (a,b) 

với k  R, k0 và:  

  = dxxfkdxxkf )()( . 

Chứng minh.  

Giả sử F(x) là nguyên hàm của (x) trong (a,b). 

Khi đó: 

              +=+= CkxkFdxxfkCxFdxxf .)()()()(   (1) 

Mà [kF(x)]’ = kF’(x) = k(x) và C là hằng số tuỳ ý nên C.k cũng là hằng số tuỳ 

ý Suy ra kF(x) + Ck là tích phân không xác định của hàm số k(x) trong (a,b). 

Suy ra:      += CkxkFdxxkf )()(     (2) 

Từ (1) và (2) suy ra:    = dxxfkdxxkf )()( . 

1.3.4 Tính chất 4. 

Nếu (x), g(x) đều có nguyên hàm trong (a,b) thì (x)  g(x) cũng có nguyên 

hàm trong khoảng đó và: 

   = dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 

1.3.5 Tính chất 5. 

Nếu  dxxf )( = F(x) + C trong (a,b) và u là biến độc lập hay phụ thuộc đơn điệu 

lấy giá trị trong (a,b) thì:  

CuFduuf += )()( . 

1.4 BẢNG CÁC TÍCH PHÂN  CƠ BẢN 

1) Caxadx +=     với a là hằng số. 

2) C
x

dxx +
+

=
+

 1

1




 với -1;  

C
xx

dx
+

−

−
=

− 1)1(

1


(hằng số   1);  Cxdx
x

+= ln
1

 

3) C
a

a
dxa

x
x += ln

 với 0 < a  1; 
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CedxeC
e

dxe xx
dx

x +=+=                     ;0;


 . 

4) Cbax
a

dxbax ++
−

=+ )cos(
1

)sin(  (a  0) Cbax
a

dxbax ++=+ )sin(
1

)cos(  (a  0) 

Cxdxtgx +−= cosln                      Cxdxgx += sinlncot  

 Ctgxdxtgdx
x

x +=+=  )1(
cos

1
2

  Cgxdxxgdx
x

+−=+=  cot)cot1(
sin

1 2

2
 

5)  +−=+=
−

RCCaC
a

x
C

a

x

xa

dx
2121

22
,;0;arccosarcsin . 

RCCaCxCx
x

dx
+−=+=

−
 2121

2
,;0;arccosarcsin

1
. 

2122
cot

11
C

a

x
garc

a
C

a

x
arctg

axa

dx
=−=+=

+
  ; với a > 0. 

212
cot

1
CgxarcCarctgx

x

dx
+−=+=

+
 . 

6) C
xa

xa

axa

dx
+

−

+
=

−
 ln

2

1
22

 ;   với a > 0. 

C
ax

ax

aax

dx
+

+

−
=

−
 ln

2

1
22

 ;   với a > 0. 

7) Cbxx
bx

dx
+++=

+


2

2
ln      với b  0. 

8) Cbxx
b

bx
x

dxbx +++++=+
222 ln.

22
.     với b  0. 
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Bài 2 

CÁC PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN KHÔNG XÁC ĐỊNH 

 

2.1 PHƯƠNG PHÁP ĐỔI BIẾN SỐ 

2.1.1 Đổi biến số dạng u = u(x) 

Định lý 2.1 Nếu u = u(x) có đạo hàm liên tục đối với x(a,b) và có  

f(x)dx = g(u)du thì trong (a,b) ta có:  

duugdxxf  = )()( . 

Ví dụ 2.1 Tính các tích phân sau: 

a) 
+ 3x

xdx

2
 b) dxe x

 −1  c) dx
e

e
x

x


+12

3

 d) dxxx .)1( 10

 +  

Giải. a) Đặt: xdxuduxdxuduxuxu ==+=+= 2233 222 . 

Do đó:     =
+ u

duu

x

xdx .

32
 

                                                        CxCudu ++=+==  32 . 

b) Đặt 
x

xxx

e

udu
dxdxeudueueu

2
211 2 ==−=−=  

Do     12 += ue x  nên 
1

22
2 +

==
u

udu

e

udu
dx

x
. 

Nên        +
=−

1

2
.1

2u

udu
udxe x

 +
=

1
2

2

2

u

duu
 

                                                     +
−=

1
22

2u

du
du  

                                     Carctguu +−= 22      

                                     Cearctge xx +−−−= 1212 . 

Vậy:                       dxe x

 −1 Cearctge xx +−−−= 1212 . 

 c) Đặt u = ex  du = exdx 

Do đó 

                          +
=

+ 1

..

1 2

2

2

3

x

xx

x

x

e

dxee

e

dxe
 +

=
12

2

u

duu  

                                                          +
−=

12u

du
du  

                                                        Carctguu +−=  

                                                        Carctgee xx +−=  

Vậy                   Carctgee
e

dxe xx

x

x

+−=
+ 12

3

 

 d) Đặt u = x + 1  du = dx ; x = u - 1 

Do đó 

       −=+ duuudxxx 1010 )1()1(  

                                                    −= duuduu 1011  

                                                   C
uu

+−=
1112

1112
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                                                   C
xx

+
+

−
+

=
11

)1(

12

)1( 1112

.     

Vậy                        dxxx .)1( 10

 + C
xx

+
+

−
+

=
11

)1(

12

)1( 1112

. 

                       

 2.1.2 Đổi biến dạng x = (t) 

Định lý 2.2 Giả sử (x) là hàm số liên tục đối với x trên [a,b] và x = (t) là hàm 

số khả vi, đơn điệu đối với t trên [,] và lấy giá trị trên [a,b].  

Khi đó ta có:  

 = dtttfdxxf )(')].([)(  . 

Chứng minh.  

Ta có: ( ) )()(
'

xfdxxf
x
=   (1) và vì x=(t) khả vi, đơn điệu nên 

)(

'

'

1

t

xt


=  

Do đó:  

( ) ( ) '
'

)()(

'

)()( .'].['].[ x
t

tt
x

tt tdtfdtf  =   

                        =[(t)]’(t).t’x=[(t)].’(t).
)('

1

t
=[(t)]=(x)         (2) 

Từ (1) và (2), ta suy ra:  

 = dttfdxxf t

'

)()].([)(  . 

Ví dụ 2.2 Tính các tích phân sau: 

a)  − dxx 21  b) 0;
22


−

 a
xa

dx
 c)  dx

x

x

3 2

3sin
 d) 

−92xx

dx
 

Giải. a) Ta thấy rằng, hàm số 21)( xxf −=  liên tục trên [-1;1]. 

Đặt x = sint với 
22


− t  (lúc đó x = sint khả vi, đơn điệu và lấy giá trị trên  

[-1,1]. Ta có:                      x’(t) = cost  

                                     tdtdx cos= ; 

                                    tx 22 sin11 −=+  

                                               ttt coscoscos2 === ;
22


− t . 

 Do đó                    =− tdttdxx cos.cos1 2  

                                               
+

== dt
t

dtt
2

2cos1
cos2  

                                               ( ) += tdtdt 2cos
2

1  

                                               Ct
t

++= 2sin
4

1

2
. 

Vì                           x = sint với 
22


− t  nên t = arcsinx  

và                                    21
2

1
cos.sin

2

1
2sin

4

1
xxttt −== . 

Vậy    Cx
x

xdxx +−+=−
22 1

2
arcsin

2

1
1 . 
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Tổng quát: Bằng cách đặt x = asint; 
22


− t ; a > 0. Ta có: 

Cxa
x

a

xa
dxxa +−+=−

22
2

2

2
arcsin

2
. 

 b) Hàm (x)= 
− 22 xa

dx
 liên tục tên khoảng (- a, a) 

Đặt x=asint với 
22


− t . Hàm x = asint có miền giá trị (- a,a) khả vi liên tục 

trên miền xác định 







−

2
;

2


. Ta có dx = a.cost.dt   

Nên                         =
− ta

dtta

xa

dx

cos.

.cos.

22
 

                                                C
a

x
arsCtdt +=+==  sin . 

Vậy                         
− 22 xa

dx
C

a

x
ars += sin . 

 c) Hàm (x) =  3 2

3sin

x

x
 liên tục trên R\{0} 

Đặt x = (t) = t3. Hàm x = (t) khả vi, có giá trị trên R\{0}.  

Vì x = t3  dx = 3t2dt, nên: 

 = dtt
t

t
dx

x

x 2

3 6

3 3

3

3

3.
sinsin

 

                 = dtt.sin3  

                 CxCt +−=+−= 3cos3cos3 . 

Vậy               dx
x

x

3 2

3sin
 Cx +−= 3cos3 . 

 d) Ta thấy rằng: ( )
92

1

−
=

xx
xf  liên tục trong 








;

2

9
. 

Đặt ( )92;
2

92

−=
+

= xt
t

x . Ta có: dttdx .=   

Do đó 









 +
=

−
t

t

dtt

xx

dx

.
2

9

.

92 2
 

                  +
=

223
2

t

dt
 

                  C
t

arctg +=
33

1
.2  

                 C
x

arctg +
−

=
3

92

3

2
. 

Vậy              
− 92xx

dx
C

x
arctg +

−
=

3

92

3

2
. 
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2.2  PHƯƠNG PHÁP TÍCH PHÂN TỪNG PHẦN 

Định lý 2.3  Giả sử u = u(x); v = v(x) có đạo hàm liên tục đối với x(a,b). Khi 

đó, với x(a,b). Ta có:  

 −= dxxuxvxvxudxxvxu )(').()().()(').( .  

      (Viết gọn  −= duvuvdvu .. ). 

Chứng minh.  

Ta có: (uv)’ = u’v + uv’ nên   += dxuvvdxudxuv '')'(  

  += udvvduuv  (theo định nghĩa của vi phân). 

Do vậy:     −= duvvudvu ...  

Ví dụ 2.3 Tính các tích phân sau: 

a)  dxxx .cos.  b)  dx
x

arctgx
2

 c)  dxxe x3  d)  dxex x32  

Giải. a) Đặt                   




=

=






=

=

xv

dxdu

xdxdv

xu

sincos
 

Ta có   −= xdxxxxdxx sinsincos . 

                                      Cxxx ++= cossin  

Vậy                   Cxxxxdxx ++= cossincos  

b) Đặt                    










−=

+
=










=

=

x
v

x

dx
du

x

dx
dv

arctgxu

1

1 2

2

 

Do đó:            
+

+−=
)1(

1
22 xx

du
arctgx

x
dx

x

arctgx
              (1) 

Ta có:                       








+
−=

+
dx

x

x

xxx

dx
22 1

1

)1(
 

                                                   
+

−=
21 x

xdx

x

dx
 

                                                   Cxx ++−= )1ln(
2

1
ln 2          

             C
x

x
+

+
=

21
ln                              (2) 

Từ (1) và (2), ta suy ra:  

C
x

x
arctgx

x
dx

x

arctgx
+

+
+−= 22

1
ln

1
. 

Vậy                                  C
x

x
arctgx

x
dx

x

arctgx
+

+
+−= 22

1
ln

1
. 

 c) Đặt                      








=

=






=

=

xx ev

dxdu

dxedv

xu

33

3

1  

Ta có:               −= dxeexdxxe xxx 333

3

1
.

3

1
. 
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                            Cx
e x

+







−=

3

1

3

3

. 

Vậy     Cx
e

dxxe
x

x +







−= 3

1

3

3
3 . 

 

 d) Đặt 








=

=








=

=
xx ev

dxxdu

dxedv

vu
33

2

3

1

.2

 

Ta có:                         −= dxxe
ex

dxex x
x

x 2
32

32

3

2

3

.
 

                                               Cx
eex xx

+







−−=

3

1

3
.

3

2

3

332

  

                                               = Cxx
e x

++− )269(
27

2
3

. 

Vậy                                =dxex x32 Cxx
e x

++− )269(
27

2
3

. 

 

Chú ý 2.1 Khi tính những tích phân dạng  dxxgxf )().( với (x), g(x) là những 

hàm sơ cấp không cùng loại ta thường dùng phương pháp tích phân từng phần 

như sau: 

a. Nếu (x) là hàm đa thức và g(x) là những hàm thuận (như hàm sinx, cosx; 

hàm mũ) thì đặt:      

u = (x);  dv = g(x)dx. 

b. Nếu (x) là hàm đa thức và g(x) là những hàm ngược lại (như hàm logarit, 

hàm ngược lượng giác) thì đặt: u = g(x);  dv = (x)dx. 

c. Nếu f(x) và g(x) đều là các hàm thuận thì đặt: 

u = f(x);  dv = g(x)dx hay u = g(x); dv = f(x)dx 

d. Nếu 22)( axxf =  hoặc 22)( xaxf −= ; g(x) = 1, thì đặt: 

    u = (x); dv = g(x)dx = dx. 

                                                                                                             

2.3 TÍCH PHÂN CỦA CÁC HÀM HỮU TỶ 

2.3.1 Tích phân hàm hữu tỷ đơn giản 

i)  ++=
+

0a;Cbaxln
a

1

bax

dx
. 

ii) ( )0;0;
)(

1
.

1

1

)( 1
+

+−
=

+ − akC
baxakbax

dx
kk

. 

iii)  ++ qpxx

Adx
2

. Biến đổi x2 + px + q = 
4

4

2

22
qpp

x
−

−







+ . 

Đặt 







+=

2

p
xu  chuyển tích phân về dạng: 

 22

.

au

duA
. 

iv) 
++

+

qpxx

dxBAx
2

)(
. Biến đổi 

qpxx

Ap
B

qpcx

pxA

qpxx

BAx

++

−

+










++

+
=

++

+
222

22

2
. 



 

Bài giảng Giải tích 2 

 

 

 ThS. Phan Bá Trình - Trường Đại học Phạm Văn Đồng 
12 

Sau đó đưa tích phân đã cho về  dạng:  u

du
 và tích phân dạng iii).  

Ta được kết quả:  

  C
qp

px
arctg

ApB

qp

qpp
x

A

qpxx

dxBAx
+

−

+−







 −

−
−











 −
−








+=

++

+


4

)2(

2

2

4

2

4

4

2
ln

2

)(

22

22

2
. 

Ví dụ 2.4 Tính: 
++

+
dx

xx

x

1

32
2

. 

Ta có:  

1

2

1

12

1

32
222 ++

+
++

+
=

++

+

xxxx

x

xx

x
.  

Nên suy ra: 

    ++
+

++

+
=

++

+

1

2

1

12

1

32
222 xx

dx
dx

xx

x
dx

xx

x
 

                                                
+








+

+
++

++
=

4

3

2

1

2

1

)1(
22

2

x

dx

xx

xxd
 

                                               C

x

arctgxx +









+

+++=

2

3

2

1

2

3

1
2)1ln( 2  

                                               Cxarctgxx +







++++=

2

1

3

2

3

4
)1ln( 2 . 

Vậy      
++

+
dx

xx

x

1

32
2

Cxarctgxx +







++++=

2

1

3

2

3

4
)1ln( 2 . 

2.3.2 Tích phân hàm hữu tỷ dạng tổng quát:  dx
xQ

xP

m

n

)(

)(
 

i) Bậc Pn(x) < bậc Qm(x); (n < m) 

 Phân tích Qm(x) thành các nhị thức, tam thức hoặc các lũy thừa của 

chúng. 

Qm(x) = (a1x+b1)
. . .(a2x+b2)(A1x

2+B1x+C1)
. . .(A2x

2+B2x+C2) 

 Phân tích:  

    .........
)()(

)(

221111

1 +
+

++
+

++
+

=
bxa

N

bxa

M

bxa

M

xQ

xP

m

n 


 

          
22

2

211

2

111

2

1

1 ......
)( CxBxA

HGx

CxBxA

FxE

CxBxA

FE x

++

+
++

++

+
++

++

+
+




. 

Với các hệ số: 

    M1;. . .; M; N; E1; F1;. . .; E;F;. . . .; G; H  

là các hằng số thực chưa biết. 

Để xác định chúng, ta qui đồng mẫu số ở vế phải, sau đó đồng nhất thức 2 tử số 

ở vế trái và vế phải (hoặc cho x các giá trị đặc biệt) để đưa đến một hệ phương 

trình đối với các hệ số đó (Phương pháp này gọi là hệ số bất định). 

Ví dụ 2.5  1) Tính 
−1

.
3x

dxx
.         

                           P1(x) = x ; Q3(x) = x3-1= (x-1)(x2+x+1). 

Ta có:  
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)1)(1(1 23 ++−

=
− xxx

x

x

x
 

                                     
11 2 ++

+
+

−
=

xx

CBx

x

A
 

                                     
)1)(1(

)1)(()1(
2

2

++−

−++++
=

xxx

xCBxxxA
 

Suy ra:  

                                       x = A( 12 ++ xx )+(Bx+C)(x-1)  

                                          = (A+B)x2+(A-B+C)x+A - C     (1) 

Cách 1  Đồng nhất thức 2 vế của (1) ta được: 

3

1

0

1

0

==−=








=−

=+−

=+

CBA

CA

CBA

BA

 

Cách 2 Cho x = 1, từ (1)  1= A.3  A = 
3

1
 

Cho x = 0, từ (1)  0 = A – C  C = A = 
3

1
 

Cho x = - 1, từ (1)  - 1 = A + 2B - 2C = 
3

1
+ 2B - 

3

2
 

                               B = - 
3

1
. 

Do đó                            
1

1
.

3

1

1

1
.

3

1

1 23 ++

−
−

−
=

− xx

x

xx

x
 

Suy ra:     ++

−
−

−
=

−
dx

xx

x

x

dx
dx

x

x

1

1
.

3

1

1
.

3

1

1 23
. 

Vậy     ++

−
−

−
=

−
dx

xx

x

x

dx
dx

x

x

1

1
.

3

1

1
.

3

1

1 23
. 

2) Tính dx
xx

xx
 +−

++
22

2

)1)(2(

1322
. 

Dùng phương pháp hệ số bất định, ta phân tích phân thức: 

         
22

2

)1)(2(

1322

+−

++

xx

xx
 

 thành tổng của những phân thức đơn giản. Ta có: 

22222

2

)1(12)1)(2(

1322

+

+
+

+

+
+

−
=

+−

++

x

EDx

x

CBx

x

A

xx

xx
. 

Qui đồng mẫu số ở vế phải, đồng nhất thức hai tử số ở vế phải và vế trái, ta 

được: 

22222

2

)1(

43

1

2

2

1

)1)(2(

1322

+

+
−

+

+
−

−
=

+−

++

x

x

x

x

xxx

xx
. 

Suy ra:              dx
x

x
dx

x

x
dx

x
dx

xx

xx


+

+
−

+

+
−

−
=

+−

++
22222

2

)1(

43

1

2

2

1

)1)(2(

1322
 

Sử dụng các kết quả ở  mục i phần 2.3.2 , ta thu được 
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Carctgx
x

x

x

x
dx

xx

xx
+−

+

−
+

+

−
=

+−

++
 2

1

)2(
ln

2

1

1

43
.

2

1

)1)(2(

1322
2

2

222

2

. 

ii) Bậc Pn(x) > bậc Qm(x) ; (m  n) 

Ta chia Pn(x) cho Qm(x) và phân tích 
)(

)(

xQ

xP

m

n  rồi đưa về dạng đã biết. 

Ví dụ 2.6 Tính 
−

−
dx

x

xx

1

2
3

4

   (Bậc tử là 4 > bậc mẫu là 3) 

Ta có      
1x

x
x

1x

x2x
33

4

−
−=

−

−
.    

Suy ra         dx
1x

x
dxxdx

1x

x2x
33

4

 −
−=

−

−
. 

 

2.4 TÍCH PHÂN CỦA CÁC HÀM LƯỢNG GIÁC 

2.4.1 Dạng  dxxxR )sin,(cos  (R(cosx,sinx) là biểu thức hữu tỷ đối với sinx, 

cosx) 

Phương pháp chung. Đặt 
2

x
tgt = .  

Khi đó                      
21

2
sin

t

t
x

+
=  ; 

2

2

1

1
cos

t

t
x

+

−
=  và  

21

2

t

dt
dx

+
= . 

Biến đổi tích phân dạng này về tích phân hàm hữu tỷ. 

Ví dụ 2.7 Tính  +1sin x

dx
.  

Đặt                          
2

x
tgt =  

21

2

t

dt
dx

+
=  ; 

21

2
sin

t

t
x

+
= . 

Ta có  

 +
+

+

=
+ 2

2

1

2
.

1
1

2

1

1sin t

dt

t

tx

dx
. 

              +
=

2)1(

2

t

dt
             

            C
x

tg

C
t

+

+

−=+
+

−=

2
1

2

1

2
. 

Vậy    +1sin x

dx
C

x
tg

+

+

−=

2
1

2
. 

Đặc biệt:  i) Nếu R(-sinx,cosx)    = - R(sinx.cosx) thì đặt t = cosx. 

 ii) Nếu R(sinx,- cosx)   = - R(sinx,cosx) thì đặt t = sinx. 

iii) Nếu R(- sinx,- cosx) =   R(sinx,cosx) thì đặt t = tgx. 

Ví dụ 2.8 Tính  dxxx .cos.sin 32 . 

Ta có 

   R(sinx,cosx) = sin2xcos3x R(sinx,-cosx) = sin2x(-cosx)3 

             = -sin2xcos3x  

                    = -R(sinx,cosx) 

Nên đặt:  t = sinx  dt = cosx.dx.  
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Ta có                               = dxxxxxdxx .cos.cos.sincos.sin 2232  

                    −= dttt )1( 22  

                   −= dttt )( 42  

                                                       C
tt

+−=
53

53

     

                      C
xx
+−=

5

sin

3

sin 53

. 

Vậy            dxxx .cos.sin 32 C
xx
+−=

5

sin

3

sin 53

. 

2.4.2 Dạng  dxbxaxdxbxaxdxbxax .sin.cos      ;.sin.sin      ;.cos.cos  

Phương pháp: Biến đổi các hàm dưới dấu tích phân thành tổng. Chẳng hạn:  

)]sin()[sin(
2

1
cos.sin yxyxyx −++=  

)]cos()[cos(
2

1
cos.cos yxyxyx −++=  

)]cos()[cos(
2

1
sin.sin yxyxyx +−−=  

Ví dụ 2.9 Tính             dxxx .5sin.3cos  

Ta có:                        )35sin()35sin(
2

1
5sin.3cos xxxxxx −++=  

                                                            xx 2sin
2

1
8sin

2

1
+=  

 Suy ra: 

                 += dxxxdxxx )2sin8(sin
2

1
.5sin.3cos  

                                         Cxx +







+−= 2cos

2

1
8cos

8

1

2

1
 

                                                              Cx
x

+







+−= 2cos

4

8cos

4

1
. 

Vậy                                dxxx .5sin.3cos Cx
x

+







+−= 2cos

4

8cos

4

1
. 

2.4.3 Dạng  dxxdxx nn .cos;.sin  

Phương pháp: + Cách 1: Áp dụng dạng i) phần đặc biệt. 

  + Cách 2: Nếu n chẵn (n nhỏ) dùng công thức hạ bậc: 

2

2cos1
sin;

2

2cos1
cos 22 x

x
x

x
−

=
+

= . 

đưa cosnx; sinnx về hàm lượng giác có bậc nhỏ hơn, hoặc dùng tích phân từng 

phần, suy ra công thức truy hồi. 

Ví dụ 2.10 Tính các tích phân sau: 

a)  dxx.cos4  b)  dxxn .sin  ; nN 

Giải. a) Ta có:           
2

224

2

2cos1
)(coscos 







 +
==

x
xx  

                                                            )2cos2cos21(
4

1 2 xx ++=  
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                             )14(cos
8

1
2cos

2

1

4

1
+++= xx  

                             xx 4cos
8

1
2cos

2

1

8

3
++=  

Suy ra                                   







++= dxxxdxx 4cos

8

1
2cos

2

1

8

3
.cos4  

                                                            Cxxx +++= 4sin
32

1
2sin

4

1

8

3
. 

Vậy                                       dxx.cos4 Cxxx +++= 4sin
32

1
2sin

4

1

8

3
. 

b) Ta có:  == −

n

nn Idxxxdxx .sin.sin.sin )1(  

Đặt                                   




−=

−=






=

= −−

xv

dxxxndu

dxxdv

xu nn

cos

.cos.sin).1(

.sin

sin )2()1(

 

Do đó                              
−− −+−= dxxxnxxI nn

n .cos.sin)1(sin.cos 2)2()1(  

                            −−+−= −− dxxxnxx nn )sin1.(sin)1(sin.cos 2)2()1(  

                            −−+−= −− dxxxnxx nnn )sinsin)1(sin.cos )2()1(  

                           nn

n InInxx )1()1(sin.cos 2

)1( −−−+−= −

− . 

Suy ra công thức truy hồi:  xxInIn n

nn

1

2 sin.cos)1(. −

− −=−+  

                                            với 
−

− = dxxI n

n .sin 2

2 . 

2.5 TÍCH PHÂN CỦA CÁC HÀM VÔ TỶ 

Các hàm số vô tỷ có thể biến thành các hàm hữu tỷ với biến số mới t=(x) phù 

hợp. Sau đây ta xét tích phân bất định của một số lớp hàm có thể hữu tỷ hoá 

bằng cách trên. 

2.5.1 Dạng hàm  













+

+
dx

dcx

bax
xR n, , trong đó R là một hàm hữu tỷ 

Phương pháp: Sử dụng phương pháp đổi biến.  

Đặt      t = (x) = n

dcx

bax

+

+
. 

Ví dụ 2.11 Tính 
+−

=
3 2)1)(1( xx

dx
A . 

Giải. 

Ta có      +−

+
=

1
.

1

1
3

x

dx

x

x
A . 

Đặt      t = (x) = 3

1

1

−

+

x

x
. 

Khi đó    dt
t

t
dx

t

t
x

23

2

3

3

)1(

6

1

1

−
−=

−

+
=  

Vậy                                   −
−=

+−

+
=

1
3

1
.

1

1
3

3

t

dt

x

dx

x

x
A  

                                            
C

t
arctg

t

tt

+

−
+

−

++
=

3

12
.3

)1(

1
ln

2

1
2

2

3

1

1
   ;

−

+
=

x

x
t . 
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2.5.2 Dạng  dxxxxxR v

u
q

p

n

m

);...;;;( . Với m, n, p, q,. . ., u, v Z 

Phương pháp:  

Đặt t = (x) = kx
1

 với k = BSCNN(n, q,. . ., v)  (k là bội số chung nhỏ nhất của 

các mẫu số n, q,. . ., v) ta thu được một tích phân của hàm hữu tỷ theo t. 

Ví dụ 2.12   Tính 
−

−
dx

xx

xx

)1(4

84

. 

Giải. Ta có: k = BSCNN(4;8) = 8.  

Đặt     t = dttdxtxxx 788 88
1

===  

Do đó    
−

−
=

−

−
dtt

tt

tt
dx

xx

xx 7

4 88

8 84 8

4

84

8.
)1()1(

 

           −

−
= dtt

tt

tt
.8.

)1(

7

28

2

 

           +

−
= dt

t

t

1

1
8

2
 

            +
=

1
8

t

dt
 

           CxCt ++=++= 1ln81ln8 8 . 

Vậy                                    
−

−
dx

xx

xx

)1(4

84

CxCt ++=++= 1ln81ln8 8 . 

Chú ý 2.2 Ta có thể kết hợp 2 dạng trên để tính tích phân dạng: 

dx
dcx

bax

dcx

bax
xR

v

u

n

m
























+

+









+

+
;...;;  

Phương pháp: Đặt 
k

dcx

bax
t

1










+

+
=  ; k = BSCNN(n,. . .,v) 

2.5.3 Dạng 0;);( 2 ++ adxcbxaxxR  

Phương pháp chung: + Biến đổi ax2 + bx + c = 










 −
−








+

2

22

4

4

2 a

acb

a

b
xa  

   + Chuyển tích phân đã cho về 1 trong 3 dạng sau: 

i)  + duuuR ),( 22

1  . Đặt u = tgt với t 







−

2
;

2


. 

ii)  − duuuR ),( 22

2  . Đặt u = sint với t 







−

2
;

2


. 

iii)  − duuuR ),( 22

3  . Đặt 
t

u
cos


=  với t(0;)\









2


. 

Ví dụ 2.13    a) Tính I =  ++− dxxx .542  

Ta có       -x2+4x+5 = - (x2-4x-5)  

       = - [(x2-2.2x+4) - 9]  

                                                     = - [(x-2)2-9]  

                                                     = 9 - (x - 2)2. 

Do đó      dxdx =++ 22

2) - (x - 954xx- .  
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Đặt            x -2 = u  dx = du 

Thế thì      −=−− duudxx 22 9)2(9 .  

Đặt             u =3sint; t 







−

2
;

2


 

Suy ra    du = 3cost.dt; 

3

2
arcsin

3
arcsin;cos39 2 −

===−
xu

ttu  

Khi đó                           −=− dtttduu ).cos3.(sin999 22  

                                                       == dttdttt .cos9.cos3.cos3 2  

Vì  t 







−

2
;

2


 nên cost > 0; nhưng cos2t =

2

2cos1 t+
; nên 

    Cttdt
t

dtt ++=
+

=  2sin
4

9

2

9

2

2cos1
9.cos9 2   (*) 

   Cuu
u

+−+= 29
2

1

3
arcsin

2

9
 

   Cxx
xx

+++−
−

+
−

= 54
2

2

3

2
arcsin

2

9 2 . 

Vậy               ++−= dxxxI .542 Cxx
xx

+++−
−

+
−

= 54
2

2

3

2
arcsin

2

9 2 . 

b) Tính  
+−

−
= dx

xx

x
J

42

)3(

2
 

Ta có                                      
+−

+
+−

−
=

42
4

42

22

2

1

22 xx

dx
dx

xx

x
J  

                                                  
( )

( )


+−

−
+

+−

+−
=

31

1
4

42

)42(

2

1

22

2

x

xd

xx

xxd
 

                                                 Cxxxxx ++−+−++−= 421ln442 22 . 

Vậy           
+−

−
= dx

xx

x
J

42

)3(

2
Cxxxxx ++−+−++−= 421ln442 22 . 

Chú ý 2.3 Ngoài cách tính trên, ta có thể dùng Phương pháp thế Euler sau: 

Ta biến đổi 










−





=++

)(

2

xt

cxt

axt

cbxax     

i) Trường hợp a > 0 

Đặt:     cbxax ++2  =  t   ax .  

Khi đó:      bx + c =  t2  2x.t a .  

Suy ra:      x; cbxax ++2 ; 
dt

dx
  

là các hàm hữu tỷ theo t. 

Ví dụ 2.14 Tính 
+−+ 12 xxx

dx
 

Ta có: a = 1 > 0.  

;  khi  a > 0 
 

;  khi  c > 0 

;  khi  là 1 nghiệm của ax2 + bx + c = 0 
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Đặt                                 12 +− xx = t + x 

     x2 - x + 1 =  t2 + 2tx + x2 

Suy ra                       dt
t

tt
dx

t

t
x

2

22

)12(

1

12

1

+

++
−=

+

−
=  

và                                    
12

1
1

2
2

+

++
=+−

t

tt
xx  

Do đó                       ++

++
−=

+−+
dt

tt

tt

xxx

dx

)2)(12(

1
2

1

2

2
 

Dùng phương pháp hệ số bất định, ta có: 

                            ++

++
− dt

tt

tt

)2)(12(

1
2

2










++
−−=  252

.

2

3

2

1
2

2 tt

dtt
dt  

                                                         ++
+−=

252

.
3

2 tt

dtt
dt  

                            








+
−

+
+−=  123

1

23

2
3

t

dt

t

dt
t  

                            Cttt ++−++−= 12ln22ln2  

                                                        C
t

t
t +









+

+
+−=

2

12

2
ln          (1) 

Thay                                  t = 12 +− xx - x  vào (1) 

Ta có   +














+−+−

+−+−
++−−=

+−+
C

xxx

xxx
xxx

xxx

dx
2

2

2
2

2 1)1(2

21
ln1

1
 

ii) Trường hợp c > 0 

Khi c > 0, ta đặt   

         cxtcbxax =++2  

(a - t2)x2  + (b  2t c )x = 0.  

Vì x là biến tích phân và phương trình bậc 2 theo x cho ta:  

               
at

ctb
x

−


=

2

2
 

 là một biểu thức hữu tỷ theo t. Ta suy ra một tích phân hàm hữu tỷ. 

Ví dụ 2.15 Tính 
+−+ 12 xxx

dx
 

Ta thấy  c = 1 > 0 nên ta có thể đặt   

12 +− xx = xt + 1 

Suy ra           x2 - x +1= t2x2 + 2tx +1  (t2 - 1)x2 +(2t + 1)x = 0 

                                                            x[(t2 - 1)x +(2t + 1)]= 0 

 dt
t

tt
dx

t

t
x

22

2

2 )1(

1
2

1

12

−

++
=

−

+
=  

Do đó      
−++

++
=

+−+
dt

ttt

tt

xxx

dx

)1)(1)(2(

1
2

1
2

2

2
. 

Dùng phương pháp hệ số bất định, ta có  
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22

2

)1(

13

4

1

)1(4

1

2

1

)1)(1)(2(

1

+

+
−

−
+

+
=

−++

++

t

t

ttttt

tt
 

Vậy 
+

+
−

−
+

+
=

+−+
dt

t

t

t

dt

t

dt

xxx

dx
22 )1(

13

4

1

)1(421
 

C
xxx

x

x

xxxxxx

xxxx

xxx
+

+−+−
+

+−−++−−−
−

−++−

−++−
=

11

)11)(11(
ln

2

1

)11(

)121(
ln

22

22

2

22

 

iii) Trường hợp ax2 + bx + c có 2 nghiệm thực phân biệt 

Gọi ,  là nghiệm của phương trình ax2 + bx + c.  

Khi đó:     ax2 + bx + c = a(x-)(x-). 

Đặt )(2 −=++ xtcbxax  hay t(a - ), ta sẽ có một phương trình hữu tỷ theo t. 

Ví dụ 2.16    Tính :  
−+

)0(
)( 2222

a
xaax

dx
. 

Ta có: - a < x < a. Đặt: 

     )(22 xatxa −=−  

 thì:     a2 - x2 = t2(a2-2ax+x2);  t > 0 

Suy ra:    (t2+1)x2 - 2at2x + (t2-1)a2 = 0 

Phương trình bậc 2 theo x này có ’= a2. Do vậy: 

x1 = a (loại) và x2 = 
1

1
2

2

+

−

t

t
a  nghĩa là chọn x = 

1

1
2

2

+

−

t

t
a  

Do đó, ta có                 +

+
=

−+
dt

t

t

axaax

dx

1

22

2

1

)(
4

2

22222
 

                                              +

+
= dt

t

t

a 1

11
4

2

2
 

                                             
+

+
= dt

ta
t

t

2

2

12

1

2

11
 

Đặt 
t

u
1

1−=  thì dt
t

du 







+=

2

1
1  và 2

1 2

2

2 +=+ u
t

t .  

Do vậy                        +
=

+

+

2

111
2212

1

2
2

2

u

du

a
dt

ta
t

t        

                                                      C
u

arctg
a

+=
22

1
2

  

                                                      Carctg
a

t +
−

=
2

1

2

1 1

2
                 (2) 

Thay 
xa

xa
t

−

−
=

22

 vào (2), ta có   

C
xa

x
arctg

axaax

dx
+

−
=

−+
 2222222

2

2

1

)(
 

Chú ý 2.4 Có một số tích phân không thể biểu diễn được dưới dạng những hàm 

sơ cấp, chẳng hạn các tích phân sau: 

;
ln

         ;         ;
2


− dx

dx
x

e
dxe

x
x  
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                                       ;)cos(         ;)sin( 22

 dxxdxx  

                            .        ;
cos

            ;
sin

 dx
x

x
dx

x

x
 

                           ;....sin1 22

 − dxxk  

   

Khi gặp những tích phân trên, ta không nên tính toán mất thời gian mà chỉ 

nên để nguyên kết quả dưới dạng tích phân.  

Nếu một tích phân nào đó mà qua một số hữu hạn các phép biến đổi hay 

tích phân từng phần, ta thấy xuất hiện một trong những tích phân trên thì tích 

phân đã cho ban đầu xem như không tính được. 
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BÀI TẬP CHƯƠNG 1 

NGUYÊN HÀM VÀ TÍCH PHÂN KHÔNG XÁC ĐỊNH 

 

I. Nguyên hàm 

      1. F(x) là nguyên hàm của hàm số ( ) ( )22 −= xxxf  biết rằng ( )
12

7
1 =F . 

Hãy tìm biểu thức F(x). 

2. Chứng minh rằng hàm y = signx có nguyên hàm trên khoảng bất kỳ không 

chứa điểm x = 0 và không có nguyên hàm trên mọi khoảng chứa điểm x = 

0. 

3. Tìm nguyên hàm của hàm ( ) x
exf =  trên toàn trục số. 

4. Tìm nguyên hàm có đồ thị qua điểm ( )2   ;2  đối với hàm 

( ) ( )0;;
1

−= x
x

xf . 

 

II. Tích phân không xác định 

 Dùng bảng tích phân để tính 

1) 
− 232 x

dx
 2) 

− 232 x

dx
 3)  + 44

.

x

dxx
 

4)  + x

dx

sin1
 5) 

+

+++
dx

x

xxearctgx

)1(

1)1ln(.

2

2

 

Dùng phương pháp đổi biến số, tính các tích phân 

6)  + dxxx 10)52(  7) 
+

+
dx

x

x

1

1
 8) 

−1xe

dx
 9)  dx

x

x

cos

sin 3

 

Dùng phương pháp tích phân từng phần tính 

10)  ++ dxxxx .2cos)65( 2  11)  dxx.ln 2  12) = dxxI )sin(ln1 ; = dxxI )cos(ln2  

Tính tích phân hàm hữu tỷ 

13) 
+−

+
dx

xxx

x

45

25

23

3

 14) 
−

dx
x

x

14

4

 15) 
+

++
dx

xx

xx

3

3 1
 16) 

+13x

dx
 

Tính tích phân các hàm vô tỷ: 

17) 
+

−
dx

x

x

1

1

3
 18)  +

−
dx

x

x
x

1

1
 19)  −

+
dx

x

x
3

1

1
 20) 

−+

−

2
3

)2(
.

2

2

x

dx

x

x
 

Dùng phương pháp thế Euler tính các tích phân 

21) 
+++ 12 xxx

dx
 22) 

+−+ 2211 xx

dx
 

Tính tích phân các hàm lượng giác: 

23)  +− xx

dx

cos7sin48
 24)  ++ 3sin2cos xx

dx
 25) 

+ xx

dxx

44 sincos

.2cos
 

 

===== 
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CHƯƠNG 2.  

TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 

Bài 1. 

KHÁI NIỆM VỀ TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 

 

1.1 BÀI TOÁN DẪN ĐẾN KHÁI NIỆM TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH. 

   Cho hàm số y = f(x) liên tục không âm trên đoạn [a,b] có đồ thị  là đường cong 

(C). 

Tìm diện tích của miền mặt phẳng giới hạn bởi trục 0x, đường cong (C) và các 

đường thẳng x= a; x=b (tức diện tích hình thang cong AabB); (Hình 1.1 ). Để 

xác định diện tích hình thang cong AabB  ta thực hiện như sau: 

Chia đoạn [a,b] thành n đoạn nhỏ 

bởi các điểm x0= a < x1< 

x2<.........< xn= b 

Trong mỗi đoạn nhỏ [xi-1; xi] với 

ni ;1= . Ta chọn điểm ti. Dựng 

hình chữ nhật có một cạnh là (xi- 

xi-1) và một cạnh bằng f(ti). Ta 

nhận thấy rằng khi đoạn [xi-1; xi] 

khá bé hay  

xi=xi- xi-1 khá bé thì diện tích 

hình chữ nhật thứ i là:Si =f(ti).xi. 

 

Xấp xỉ diện tích phần thứ i của hình thang cong AabB ; ni ;1= .   

Nếu S là diện tích hình thang cong AabB thì ta có: 
=


n

i

iSS
1

 với ix  khá bé 

n ;1=i . 

Người ta chứng minh được rằng, nếu tồn tại i

n

i

i
n

xtf 
=

→
.)(lim

1

thì Sxtf i

n

i

i
n

=
=

→
.)(lim

1

 

(với →n  sao cho 0max → ix ). 

1.2 ĐỊNH NGHĨA TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 

1.2.1 Các định nghĩa. 

Định nghĩa 1.1 Giả sử f(x) là hàm xác định trên [a,b]. Chia [a,b] thành n đoạn 

nhỏ tuỳ ý bởi các điểm chia x0 = a < x1 < x2 <.........< xn = b. (Cách chia như vậy 

gọi là phép  phân hoạch đoạn [a,b]). 

Trên từng đoạn [xi-1; xi] ta chọn điểm ti tuỳ ý, ni ;1= . 

Lập  tổng i

n

i

in xtfI =
=

.)(
1

 với xi = xi- xi-1 . 

Nếu  n
n

I
→

lim (với →n  sao cho 0max → ix ) tồn tại hữu hạn không phụ thuộc vào 

cách chia đoạn [a,b] và cách chọn ti thì giới hạn đó gọi là tích phân xác định của 

hàm f(x) trên [a,b]. Khi đó ,ta gọi f(x) là hàm khả tích trên [a,b]. 

Ký hiệu: n
n

b

a

Idxxf
→ = lim)( . 

In: gọi là tổng tích phân của hàm f(x) trên đoạn  [a,b]. 

[a,b]: gọi là đoạn lấy phân; a: cận dưới; b: cận trên. 

0     x0=a t0   x1 t1   xi-1 ti   xi       xn-1tn   xn=b x         

   y        

f(t1) 

f(t0) 
B 

A 

Hình 1.1 
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
b

a

: dấu tích phân xác định; f(x): hàm dưới dấu tích phân; x: biến số tích phân. 

Định nghĩa 1.2 Cho f(x) là hàm xác định tại a. Khi đó: 0  )( =

a

a

dxxf . 

Định nghĩa 1.3 Cho f(x) xác định trên đoạn [a,b] với a < b. Khi 

đó:  −=

b

a

a

b

dxxfdxxf )()( . 

Chú ý 1.1 Tích phân xác định chỉ phụ thuộc vào hàm dưới dấu tích phân xác 

định, phụ thuộc vào các cận, không phụ thuộc vào biến số tích phân. Tức là: 

     ==

b

a

b

a

b

a

dttfduufdxxf )()()( . 

      1.2.2 Ý nghĩa hình học của tích phân xác định 

Nếu  0)( xf  và liên tục trên [a,b] thì 
b

a

dxxf )(  

là diện tích hình thang cong giới hạn bởi  

các đường 

       y = f(x); x = a; x = b và trục 0x (Hình 1.2). 

Gọi S là diện tích phần gạch chéo ở hình 1.2.  

Khi đó: 

   =
b

a

dxxfS )( .   

 

1.2.3 Định lý tồn tại tích phân xác định 

1. Nếu f(x) liên tục trên [a,b] hoặc có một số hữu hạn  điểm gián đoạn loại 1 

trên [a,b] thì f(x) khả tích trên [a,b]. 

2. Nếu  f(x) bị chặn và đơn điệu trên [a,b] thì f(x) khả tích trên [a,b]. 

Ví dụ 1.1 Dùng định nghĩa để tính các tích phân sau: 

  a. 
1

0

xdx    b. 
−

2

1

2dxx . 

Giải.  a. Do f(x) = x liên tục đều trên [0; 1] nên khả tích trên [0; 1]. 

Chia [0;1] thành n đoạn nhỏ tuỳ ý bởi các điểm chia:   

 1;........;
2

;
1

;0 =
n

n

nn
  . Lấy 

n

i
t i = . 

Lập  tổng 
nn

i
xtxtfI

n

i

i

n

i

ii

n

i

in

1
...)(

111


===

=== .  

(Vì 
nnn

ttfxxf ii

112
;)()( =−===

i
x   ).  Nên 

nn

i
xtxtfI

n

i

i

n

i

ii

n

i

in

1
...)(

111


===

===  

                                   ( )n
nn

n

nn
+++=+++= .....21

1
........

21
2222

 . 

Do n+++ .....21  là tổng n số tự nhiên, nên:  

      ( )
n

n
n

n

n
n

n
I n

2

1
.

2

1
.

1
.....21

1
22

+
=







 +
=+++= . 

S 

0              a                b           x 

y=f(x) 

Hình 1.2  

y 
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Vậy     
2

1

2

1
lim

1

0

=
+

=
→ n

n
xdx

n
.  

( 0→ ix  khi →n , vì vậy ta viết:  
n

n

n 2

1
lim

+

→
 thay cho 

n

n

ix 2

1
lim

0

+

→
). 

      b. Do f(x) = x2 liên tục trên [-1; 2] nên khả tích trên [-1; 2] và             

                                        
i

n

i

i
n

xtdxx = 
=

→
−

.)(lim
1

2

2

1

2 .   

Giới hạn này không phụ thuộc vào cách chia đoạn [-1; 2] và cách chọn điểm 

n 1;i =;it .  

 2.
3

1;........;2.
3

1;
3

1;10 =+−=+−=+−=−=
n21

x  ;........;   x  x  i
n

x
nn

x i .  

Ta có: n 1;i   x
i

== ;
3

n
. Trên mỗi đoạn [xi-1; xi], chọn ii xt = . Khi đó: 

   .
.18.2733

..
3

1.)(
1

23

22

11

2 
===









−+=








−==

n

i

n

i

i

n

i

in
n

i

n

i

nn
i

n
xtI  

     )......21(
18

)......21(
273

.
2

222

3
n

n
n

nn
n +++−++++=  

     
2

)1(
.

18

6

)12)(1(
.

27
3

23

+
−

++
+=

nn

n

nnn

n
.     

Suy ra 3
2

18
2.

6

27
3lim =−+==

→
n

n
I . (Khi →n 0

3
max →=

n
xi ).  

Vậy                                      3

2

1

2 =
−

dxx .    

      

1.3 CÁC TÍNH CHẤT CỦA TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 

 1.3.1 CÁC TÍNH CHẤT 

Giả sử f(x);  g(x) khả tích trên đoạn [a; b]; khi đó ta có các tính chất sau: 

1. a.  =

b

a

b

a

dxxfkdxxfk )()(. ; (k: hằng số). Đặc biệt: nếu 1)( =xf  thì   

                                            ).(. abkdxkdxk

b

a

b

a

−==    

          b. ( )  =

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )(.)(.)(.)(.          ;  ( ; : là các hằng số).  

     2. a.    +=

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(   ;      b.  0)( =

a

a

dxxf  ;          

          c.    −=

a

b

b

a

dxxfdxxf   )()( . 

      3. Nếu   )()(:; xgxfbax   thì  

b

a

b

a

dxxgdxxf )()(  . 

      4.  

b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  . 
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      5. Nếu   Mxfmbax  )(:;  thì ( ) ( ) −−

b

a

abMdxxfabm  )( . 

Đặc biệt: Nếu   Mxfbax  )(:;  thì ( )abMdxxf

b

a

−   )( . 

Chứng minh.  

   1. Sinh viên tự chứng minh. 

   2. Chia đoạn [a,b] thành n đoạn nhỏ bởi các điểm chia:  

                              x0 = a < x1 < x2 <.........< xn = b. 

       Đặt xi=xi- xi-1 ; ni ;1= .  

       Trên mỗi đoạn nhỏ [xi-1; xi] ta chọn điểm ti với ni ;1= .    

       Ta có   i

n

i

ii

n

i

ii

n

i

ii xtgxtfxtgtf +=+ 
===

.)(.)(.)()(
111

.  

Vì f(x) và g(x) khả tích trên [a;b] nên tồn tại: 

i

n

i

i
n

xtf 
=

→
.)(lim

1

 và i

n

i

i
n

xtg 
=

→
.)(lim

1

 

Do đó, tồn tại 

  i

n

i

i
n

i

n

i

i
n

i

n

i

ii
n

xtgxtfxtgtf +=+ 
=

→
=

→
=

→
.)(lim.)(lim.)()(lim

111

; 

)0(max → ix ).  

Suy ra: 

     +=+

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(           . 

  3. Chia đoạn [a,b] thành n đoạn nhỏ bởi các điểm chia:  

                    x0 = a < x1 < x2 <.........< xn = b. 

       Đặt xi = xi- xi-1 ; ni ;1= .  

       Trên mỗi đoạn nhỏ [xi-1; xi] ta chọn điểm ti với ni ;1= .    

       Ta có: i

n

i

ii

n

i

i xtgxtf  
==

.)(.)(
11

.  

Vì f(x) và g(x) khả tích trên [a;b] nên tồn tại: 

i

n

i

i
n

xtf 
=

→
.)(lim

1

 và i

n

i

i
n

xtg 
=

→
.)(lim

1

 

Do đó, tồn tại 

i

n

i

i
n

i

n

i

i
n

xtgxtf  
=

→
=

→
.)(lim.)(lim

11

; )0(max → ix ).  

Suy ra: 

            

b

a

b

a

dxxgdxxf )()(      . 

  4. Vì )()()( xfxfxf −  nên theo tính chất 3 ta có:  

    −

b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(      . 

Suy ra:      

b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  . 
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  5. Vì Mxfm  )(  nên  

b

a

b

a

b

a

dxMdxxfdxm    .)(. . 

Theo tính chất 1, ta có: ( ) ( ) −−

b

a

abMdxxfabm  )( . 

1.3.2 CÁC ĐỊNH LÝ 

 1.3.2.1 Định lý về giá trị trung bình của tích phân xác định 

Định lý 1.1 Nếu   b;ax ; Mxfm  )(  thì tồn tại  M  ;m  sao cho:   

                                               ( ) −

b

a

abdxxf  )( . 

Đặc biệt, nếu f(x) liên tục trên [a; b] thì tồn tại   b;ac  để           

                                               ( ) −=

b

a

abcfdxxf ).()(  . 

Chứng minh.  Nếu   Mxfmbax  )(:;  thì ( ) ( ) −−

b

a

abMdxxfabm  )(   

Suy ra                                     
−



b

a

Mdxxf
ab

m  )(
1

 . 

Đặt                                        −
=

b

a

dxxf
ab

)(
1

 .  

Ta có:                                   ( ) =−

b

a

dxxfab )( .  

Đặc biệt, f(x) liên tục trên [a; b] nên:  nếu Mxfm  )(  thì m; M lần lượt là giá 

trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của f(x) trên [a; b]. Vì vậy, nếu có: 

 
−



b

a

Mdxxf
ab

m  )(
1

thì tồn tại   b;ac  để  −
=

b

a

dxxf
ab

cf  )(
1

)( . 

 Suy ra                                  ( ) =−

b

a

dxxfabcf  )().( . 

Định lý 1.2  Giả sư:   

i. f(x);  g(x) khả tích trên đoạn [a; b]. 

ii.   b;ax : Mxfm  )( . 

iii. g(x) không đổi dấu trên [a; b]:   

        ( )  ba;x   0g(x)  ;  ;0)(xg  . 

 Khi đó:  

b

a

b

a

dxxgdxxgxf )()()(   với Mm      (1) 

Đặc biệt, nếu f(x) liên tục trên [a; b] thì  

b

a

b

a

dxxgdxxgxf )()()( f(c)  với bca  . 

Chứng minh. Giả sử 0)( xg . Vì Mxfm  )(  )(.)().()(. xgMxgxfxgm  .  

Do đó, ta có:  

  

b

a

b

a

b

a

dxxgMdxxgxfdxxgm )()()()(       (2) 
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Mặt khác, do 0)( xg ;   b;ax  nên  

b

a

dxxg 0)( . 

Nếu  =

b

a

dxxg 0)(  thì từ (2) ta có:  =

b

a

dxxgxf 0)()( .  

Trong trường hợp này (1) luôn đúng . 

Nếu  

b

a

dxxg 0)( . Đặt: 




=

b

a

b

a

dxxg

dxxgxf

)(

)()(

 . Khi đó:  M  ;m  và ta có (1). 

Đặc biệt, khi f(x) liên tục trên [a; b] trở về định lý (1), ta có: 

    

b

a

b

a

dxxgdxxgxf )()()( f(c)  với bca  . 

Ý nghĩa hình học của  định lý về giá trị trung bình 

     

    Nếu f(x) liên tục trên đoạn [a,b];  ;0)( xf  

 ba;x . Ta luôn  tìm được ít nhất điểm 

  b;ac ; sao cho diện tích hình thang cong 

aMNb bằng diện tích hình chữ nhật aABb 

(Hình 1.3). 

    Khi đó f(c) gọi là giá trị trung bình cuả  

f(x) trên [a,b]. 

 

 

1.3.2.2 Định lý đạo hàm của tích phân theo cận trên 

Định lý 1.3 Nếu f(x) liên tục trên [a,b] thì hàm =

x

a

dttfx )()(  với bxa  là một 

nguyên hàm của hàm f(x) trên [a,b]. Tức là: 

   )()()(

/

/ xfdttfx

x

a

=













=   với  bax ; .   (3) 

Chứng minh. a. Khi ( )bax ;  cho x số gia x  sao cho  baxx ;+ . Khi đó: 

 ( )  −=−+=

+ x

a

xx

a

dttfdttfxxx )()()(  

                                      
++

=−+=

xx

x

x

a

xx

x

x

a

dttfdttfdttfdttf )()()()(  

  Theo định lý về giá trị trung bình tồn tại c nằm giữa x và xx +  sao cho:  

( ) ( ) ( )xcfxcfxxxcfdttf

xx

a

==−+=
+

)(  )()()(               

                                                )(limlim)(
00

cf
x

cf
x xx →→

=



=




 . 

Vì f(x) liên tục trên [a; b] nên f(x) liên tục tại ( )bax ; .  

Suy ra, khi 0→x  thì )()( xfcf →  do c nằm giữa x và xx + . Do đó 

M 

      0   a               c            b      x 

  y                                                 

 

 

f(c)      A        B 

N 

Hình 1.3 
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                         )(lim
0

xf
xx
=





→
 hay ( ) ( )xfx = / . 

   b. Khi x = a hoặc x = b; chứng minh tương tự ta cũng có: 

                                       ( ) ( ) ( ) ( )bfbafa =−=+ 0;0 //
   .  

Vậy                                 ( ) ( )xfx = /  với  bax ; . 

Hệ quả. Mọi hàm số liên tục trên [a; b] đều có nguyên hàm trên đoạn đó. 

 

1.3.2.3 Định lý mở rộng (Đạo hàm theo cận tích phân):  

Định lý 1.4 Nếu f(x) liên tục trên [a;b] và U(x); V(x) là hai hàm số khả vi liên 

tục nhận giá trị trên [a;b] thì: 

       )(.)()(.)()( //

/
)(

)(

xUxUfxVxVfdttf

xV

xU

−=












 .  (2) 

Ví dụ 1.2  a. Cho ( )=
x

x

dttx

1

sin

2 .cos)( . Tìm )(/ x . 

Giải. Đặt: xxUxxU cos)(sin)( / == ;  
2

/ 1
)(

1
)(

x
xV

x
xV −== . 

    ( )   ( )xxUfttf 22 sincos)(cos)( == ;   

             
2

1
cos)( 








=

x
xVf . 

Từ công thức (2) suy ra: 

            ( )( )/2

/2

/ sin.sincos
1

.
1

cos)( xx
xx

x −















=  

                             ( )xx
xx

2

2

2
sincos.cos

1
cos.

1
−








−=  

           b. Tìm  

( )

x

dtt

x



→

0

2 .cos

0x

lim  (có dạng 
0

0
). 

Giải. Ap dụng quy tắc L/ Hospitale ta có:  

   

( ) ( )

( )/

/

0

2

0x

0

2

0x

.cos

lim 

.cos

lim 
x

dtt

x

dtt

xx















=



→→
 

                                      
( )

1
1

cos
lim 

2

0x
==

→

x
. 

 

1.4 CÔNG THỨC NEWTON - LEPNIT 

 

Định lý 1.5 Nếu f(x) liên tục trên [a,b] có F(x) là nguyên hàm thì                       

                                    )()()( aFbFdxxf

b

a

−= . 

 Ký hiệu:  

                                    
b

a
xFaFbF )()()( =− . 
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Chứng minh. Vì f(x) liên tục trên [a; b] nên theo định lý đạo hàm theo cận trên, 

ta có    =

x

a

dttfx )()(  với bxa  . 

cũng là nguyên hàm của f(x); theo định lý về nguyên hàm ta có:  
                 ( ) ( ) CxFx +=   

hay                              ( ) CxFdttfx

x

a

+==  )()( . 

Cho x = a, ta được ( ) ( ) )(0)( aFCCaFCaFdttf

a

a

−=+=+= . 

Cho x = b, ta được ( ) ( ) )()( aFbFCbFdttf

b

a

−=+= . 

Ví dụ 1.3 Tính           ( ) +

2

1

32 dxxx . 

Ta có:      ( ) C
x

xdxxx ++=+ 4
2

4
23  

 Suy ra      ( )
2

1

4
2

2

1

3

4
2 








+=+

x
xdxxx  

                                                     
4

27

4

1
1

4

2
2

4
2

4
2 =








+−








+= . 

Vậy                             ( ) +

2

1

32 dxxx
4

27
= . 
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Bài 2 

PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 

 

2.1 PHƯƠNG PHÁP ĐỔI BIẾN SỐ 

Định lý 2.1 Xét tích phân  
b

a

dxxf )(  với f(x) liên tục trên [a,b]. Giả sử phép đổi 

biến ( )tx =  thoả mãn các điều kiện: 

 i. ( )t  có đạo hàm liên tục trên  ;  với ( ) ( ) ==    b;a . 

 ii. Khi t biến thiên trên  ;  thì x biến thiên trên [a,b]. Khi đó: 

      =





 dtttfdxxf

b

a

)(.)()( / .        (3) 

 Chứng minh. Do các hàm f  và   liên tục nên ta có thể dùng công thức 

Newton-Leibnitz. Nếu F(x) là nguyên hàm của f(x) và ( )t  là nguyên hàm của 

  )(.)( / ttf   thì 

)()()( aFbFdxxf

b

a

−=        (4) 

và                               ( ) ( )




−= dtttf )(.)( /  

                                                        ( )  ( )  ( ) ( )aFbFFF −=−=        (5) 

Từ (4) và (5) cho ta:           =





 dtttfdxxf

b

a

)(.)()( / . 

Chú ý. i. Khi đổi biến ta nhớ đổi cận. 

   ii. Công thức đổi biến (3) thuận lợi ở chỗ là sau khi đổi biến không cần 

quay về biến cũ. 

Ví dụ 2.1 Tính các tích phân sau: 

  a. ( )0a    −=  ;
0

22 dxxaI

a

; b. dx
x

xx
J  +
=



0

2cos1

sin.
. 

Giải. a. Ta thấy rằng hàm dưới dấu tích phân là phương trình của đường tròn. 

Tính phân cần tính là diện tích 
4

1
 đường tròn 222 ayx =+  ứng với 0y   ;0x . 

Đặt dttadxtax .cos.sin. == . Khi 
2

tax   


==== ;00 tx . 

Ta có                                 =−
2

0

22

0

22 .cosa



dttdxxa

a

 

                                                            
42

2sin

2

22

0

2 at
t

a 


=







+=  

 

Vậy                                  
4

2

0

22 a
dxxa

a


=− . 

 

 b. Đặt dtdxtx −=−=  . Khi 0;0 ==== tx   tx . 



 

Bài giảng Giải tích 2 

 

 

 ThS. Phan Bá Trình - Trường Đại học Phạm Văn Đồng 
32 

Ta có  
( )

( )
( )

dt
t

tt
dt

t

tt
J  +

−
=−

+

−
=







0

2

0

2 cos1

sin

cos1

sin
 

                                           dt
t

tt
dt

t

t
 +

−
+

=




0

2

0

2 cos1

sin.

cos1

sin
 

  dx
x

xx
dt

t

t
 +

−
+

=




0

2

0

2 cos1

sin.

cos1

sin
. . 

(tích phân xác định không phụ thuộc vào biến lấy tích phân). Suy ra:           

               +

−
=

+
=




0

2

0

2 cos1

)(cos

cos1

sin
.2

t

td
dt

t

t
J  

                                           



0

cos.. tarctg−=  

                        ( ) ( ) 0coscos arctgarctg −−=   

      

( ) ( ) 

.
244

11

2




=







−−−=

−−−= arctgarctg

 

Vậy                             
4cos1

sin. 2

0

2




=
+

=  dx
x

xx
J . 

Ví dụ 2.2 Chứng minh rằng nếu liên tục trên [-a; a] thì:  









=



−

a

0

        f(x)dx    2  

                  0

)(

a

a

dxxf              

Giải. Trước hết ta thấy trên [-a; a] nhận gốc tọa độ làm tâm đối xứng.  

Theo mục 2 phần 2.4, ta có:  

   (*)                      +=
−−

a

a

a

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

)()()( . 

Trong tích phân thứ nhất ở vế phải của (*) ta đổi biến x=-t. Khi đó: 

   ( )  +−−=
−

a

a

a

a

dxxfdttfdxxf
0

0

)()()( . 

Do tích phân xác định không phụ thuộc vào biến lấy tích phân nên:  

      )()()(
00

 +−=
−

aaa

a

dxxfdxxfdxxf  

                                         −−=

a

dxxfxf
0

)()( . 

Dùng tính chất chẵn, lẻ của hàm số, ta có: 









=



−

a

0

        f(x)dx    2  

                  0

)(

a

a

dxxf              

Định lý 2.2 Xét tích phân  
b

a

dxxf )(  với f(x) liên tục trên [a,b]. Giả sử phép  đổi 

biến ( )xt =  thoả mãn các điều kiện: 

 i. ( )x  đơn điệu và có đạo hàm liên tục trên  ba; .  

,  khi f(x) lẻ 
 

 

,  khi f(x) chẵn. 

,  khi f(x) lẻ 
 
 

,  khi f(x) chẵn. 
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 ii. dxxf )( trở thành dttg )(  với g(t) là hàm liên tục trên  ( ) ( ) b  ;a .  

Khi đó 

     =

)(

)(

)()(

b

a

b

a

dttgdxxf





.         

Chứng minh. Giả sử  += CtFdttg )()( . Khi đó        

                                         CxFCtFdttgdxxf +=+==  ))(()()()(   

Vì vậy:                               b

a

b

a

xFdxxf )()( =  

                                                     ( )  ( ) aFbF  −=  

                                                     ( )
( )

( )

==

)(

)(

)(

b

a

b

a
dttgtF








.   

Ví dụ 2.3 a. Tính tích phân: dx
x

x
I 

+
=

3

1

1
. 

Giải. Đặt 1+= xu 1;212 −==+= 2

ux   dxuduxu . 

Khi   ; 2)1(1 == ux khi 2=== 4)3(3 ux . Suy ra: 

                       du
u

u
duu

u

u
I  −

=
−

=

2

2

2

22

2

2 1

2
.2.

1
 

                                                 −
+=

2

2

2

2

2
1

2
2

u

du
du  

              

2

2

2

2 1

1
ln2

+

−
+=

u

u
u  

                                                           














+

−
−








+−=

12

12
ln

3

1
ln224 .   

b. Tính tích phân: ( )



+−

= 
−

0      ;
1cos2

1

1

2 xx

dx
J . 

Giải. Vì ( )  ;0  nên 
1cos2

)(
2 +−

=
xx

dx
xf  liên tục trên [-1; 1].  

Đặt  cos−=t ; ta thấy t đơn điệu trên [-1; 1]. Khi đó:  









cos1

cos1

cos1

cos1

22 sinsin

1

sin

−

−−

−

−−









=

+
= 

t
acrtg

t

dt
J  

 

    














 +−
−







 −
=









 sin

)cos1(

sin

cos1

sin

1
acrtgacrtg  

    























−−








=

222sin

1 


tgacrtgtgacrtg  

    



 sin2222sin

1
=








−+=

 
Chú ý. Khi sử dụng định lý này, ta cần lưu ý rằng hàm ( )tt =  phải đơn điệu 

trên  ba;  
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Vì trái lại thì có thể ( ) ( )ba  = . Khi ba  , lúc đó tích phân ở vế phải bằng 0; còn 

tích phân ở phía trái có thể khác 0. 

Ví dụ 2.4 Cho xdxI =


0

2sin . 

Biến đổi lượng giác (công thức hạ bậc) cho 
22

2cos1

0




=
−

=  dx
x

I  (kết quả đúng).  

Nếu biến đổi (một cách hình thức) xt sin= , không chú ý ( ) xx sin=  không đơn 

điệu trên  ;0 , ta thấy các cận 0;00 ==== txtx   , khi chuyển tích phân 

theo t, ta được I=0. Muốn tránh trường hợp này, trước khi đổi biến xt sin= , ta 

phải tách đoạn tích phân thành hai đoạn mà trên hai đoạn này xt sin=  đơn điệu.  

Cụ thể:  

    xdxI =


0

2sin
2

sinsin

2

2
2

0

2 






=+=  xdxxdx . 

2.2 PHƯƠNG PHÁP TÍCH PHÂN TỪNG PHẦN 

Định lý 2.3 Nếu các hàm u(x); v(x) có đạo hàm liên tục trên [a,b] thì: 

   dxxuxvxvxudxxvxu

b

a

b

a

b

a

 −= )().()().()().( // . 

Viết tắc:  −=

b

a

b

a

b

a
vduuvudv . 

Chứng minh. Vì u(x).v(x) là nguyên hàm của u(x).v/(x) +v(x).u/(x) . Vì thế 

     b

a

b

a

xvxuavaubvbudxxuxvxvxu )().()().()().()().()().( // =−=+ . 

Suy ra:   dxxuxvxvxudxxvxu

b

a

b

a

b

a

 −= )().()().()().( // . 

Do v/(x) dx = dv;  u/(x) dx = du và để viết cho gọn, ta có:  

 −=

b

a

b

a

b

a
vduuvudv . 

Ví dụ 2.5  Tính các tích phân:  

a. dxxx
2

0

.cos. ;   b. Nn  =  ;.sin
2

0

dxxI n

n



. 

Giải.   a. Đặt: 




=

=






=

=

xv

dxdu

dxxdv

xu

sin.cos
. Khi đó: 

00cos2coscos.sinsin..cos.
2

0

2

0

2

0

2

0

=−==−=  







xdxxxxdxxx .  

Vậy      0.cos.

2

0

= dxxx



. 

  b. Ta có: Nn  = 
− ;sin.sin

2

0

1 xdxxI n

n



. 
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Đặt  
( )





−=

−=






=

= −−

xv

dxxxndu

dxxdv

xu nn

cos

.sin.cos1

.sin

sin 21

.  

Khi đó  

        ( )
−− −+=

2

0

222

0

1 .sincos1sin





dxxxnxI nn

n cosx.-  . 

            ( ) ( )
−−−=

2

0

22 .sinsin11



dxxxn n  

            ( )
















−−=  
−

2

0

2

0

2 .sin.sin1

 

dxxdxxn nn  

            ( ) ( ) nn InIn 11 2 −−−= −  

Suy ra:                                   2.
1

2 
−

= − nI
n

n
I nn   ; .  

Công thức truy hồi này cho phép tính In thông qua I0; I1. 

Nếu n chẵn ta sẽ có được      ==
2

0

0
2

.1




dxI . 

Nếu n lẻ ta sẽ có được         1cos.sin
2

0

2
01 =−== 





xdxxI  

Quy ước:                  ( ) ( ) !!1212......5.3.1  +=+ nn   ;    

                                  ( ) ( ) !.2!!22......6.4.2 nnn n==  . 

Lần lượt tính cho các In , ta thiết lập được công thức: 

    

( )

( )









−

−

=

      
 n

!! 1n
   

    
2

.
!!n 

!! 1 n

I n  

Ví du 2.6 Tính các tích phân sau:  

 a. dxarctgxI =
1

0

. ;   b. dxxJ

e

=
0

.ln ;    

          c. dxxeK x

=
2

0

.cos



. 

Giải. a. Đặt                 








=

+
=






=

=

xv

x

dx
du

dxdv

arctgxu
21 .  

Khi đó 

 +
−=

1

0

2

1

0 1

.
.

x

dxx
arctgxxI  

    ( ) 
1

0

21ln
2

1
)1( xarctg +−=  

,  khi n chẵn  
 
 
 

,  khi n lẻ. 
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      2ln
2

1

4
−=


 

 b. Đặt               








=

=






=

=

xv

x

dx
du

dxdv

xu ln
.  

Khi đó            −=

e
e

dxxxJ
1

1
ln. . 

                               ( ) 111ln. =+−=−−= eeeee  

 c. Đặt               




=

=






=

=

xv

dxedu

dxdv

eu xx

sincos
.  

Khi đó  

           −=
2

0

2

0
.sin.sin.





dxxexeK xx . 

Đặt                                   =
2

0

.sin.



dxxeL x . 

Để tính L ta đặt                 




−=

=






=

=

xv

dxedu

xdxdv

eu xx

cossin
. 

 Khi đó  

                     +−=
2

0

2

0
.cos.cos.





dxxexeL xx  

                                       Kxe x +−= 2

0
cos.



  

  Suy ra      KxexeK xx −+= 2

0

2

0
cos.sin.



. 

Hay                              
2

0

2

0
cos.

2

1
sin.

2

1




xexeK xx +=  

                                     













−=−= 1

2

1

2

1

2

1
22



ee  

Vậy                           













−==  1

2

1
.cos 2

2

0





edxxeK x
 . 
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Bài 3.  

TÍCH PHÂN SUY RỘNG 

 

3.1 TÍCH PHÂN SUY RỘNG LOẠI I   

        (TÍCH PHÂN VỚI CẬN VÔ HẠN) 

Định nghĩa 3.1  

i/ Cho hàm số (x) xác định trên [a,+) và khả tích trên đoạn [a,b],  

b >a. 

         +→

b

a
b

dxxf ).(lim  được gọi là tích phân suy rộng của (x) trên [a,+).  

Ký hiệu                                 
+

a

dxxf )( .  

Như vậy                                =
+

a

dxxf )( +→

b

a
b

dxxf ).(lim . 

Chú ý 3.1 

- Nếu giới hạn ở vế phải tồn tại hữu hạn, ta nói tích phân suy  rộng trên hội tụ. 

- Nếu giới hạn ở vế  phải không tồn tại hữu hạn, ta nói tích phân suy rộng trên 

phân kỳ 

   Ý nghĩa hình  học: 

  Về mặt hình học, (với (x)0) 

tích phân suy rộng 
+

a

dxxf ).(  là 

diện tích hình thang cong vô 

hạn (Hình 3.1). 

 

 

 ii) Tương tự, tích phân suy rộng của hàm số (x) trên (-;a] là: 

 −→
−

=

a

b
b

a

dxxfdxxf )(lim)( . 

Định nghĩa 3.2  

Cho hàm số (x) xác định trên (-;+) khả tích trên [a,b]; a,bR, a<b. Tích 

phân suy rộng của (x) trong (-;+) được ký hiệu và xác định như sau:  

            
+

−

+

−

+=
c

c

dxxfdxxfdxxf )()()( ; với cR. 

Chú ý 3.2 

+ 
+

−

dxxf )(  được gọi là hội tụ khi và chỉ khi cả  hai tích phân suy rộng ở vế phải 

hội tu. 

+ 
+

−

dxxf )(  được gọi là phân kỳ nếu có tích  phân suy  rộng nào đó ở vế phải phân 

kỳ. 

y 

0        a                                                 x 

y=(x) 

Hình 3.1 
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    Ý nghĩa hình học:  

Về mặt hình học, với (x)0) tích 

phân suy rộng 
+

−

dxxf )(  là diện tích 

hình thang cong vô hạn (Hình 3.2) 

 

Ví dụ 3.1    1) Tính các tích phân suy rộng sau đây: 

a) 
+

+
1

2)1(x

dx
 b) 

−
+

1

3x

dx
 

Giải: a)                            +
=

+ +→

+ b

b x

dx

x

dx

1

2

1

2 )1(
lim

)1(
 

                                                      
















+
−=

+→ 11

1
lim

b

xb
 

                                                      
2

1

2

1

1

1
lim =








+

+
−=

+→ bb
. 

  b)                              +
=

+ −→
−

11

3
lim

3
a

a x

dx

x

dx
 

                                            













+=

−→ a
x

a

1
3lnlim  

                                            ( ) −=+−=
−→

3ln4lnlim a
a

. 

         2) Tính các tích phân suy rộng sau: 

a) 
+

−
+ 21 x

dx
  b) 

+

−
+

dx
x

x
22 )2(

2
 

Giải: a) Ta có   
+

−

+

−
+

+
+

=
+

0

2

0

22 111 x

dx

x

dx

x

dx
. 

                                               I      =     I1    +     I2 

Ta lại có                        













+=

+
=

−→−→  c
arctgx

x

dx
I

c
c

c

0
lim

1
lim

0

21
 

                                         )0(lim arctgcarctg
c

−=
−→

 

                                         
22

)(lim


=







−−=−=

−→
arctgc

c
. 

                       
2

lim
1

lim
0

22


==

+
=

+→+→  arctgb
x

dx
I

b

b

b
. 

Vậy                                I = I1+ I2 = 

=+

22
. 

        b)                          
+

−

+

−
+

+
+

=
+

0

22

0

2222 )2(

2

)2(

2

)2(

2
dx

x

x
dx

x

x
dx

x

x
 

                                                        +
+

+
=

+→−→

b

b
a

a
dx

x

x
dx

x

x

0

22

0

22 )2(

2
lim

)2(

2
lim  

Đặt                                 u = x2 + 2  du = 2xdx; x = a  u = a2 + 2;  

y 

0                           x 

Hình 3.2 
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       x = 0  u = 2; 

               x = b  u = b2 + 2. 

Ta có       
+

=
+

2

2

2

0

22
2)2(

2

aa
u

du
dx

x

x
 

                                                               
2

1

2

1

2

21
22
+

+−=
+

−=
aau

. 

và                                       
+

=
+

2

2

2

0

22

2

)2(

2
bb

u

du
dx

x

x
 

                                                               
2

1

2

1

2

21
2

2

+
+

−=
+

−=
b

b

u
. 

Do đó                                 








+
+−=

+ −→

+

−

 1

1

2

1
lim

)2(

2
222 a

dx
x a

 

                                                               0
2

1

2

1

2

1

2

1
lim

2
=+−=








+

+
−+=

+→ bb
. 

Vậy                                     .0
)2(

2
22

=
+

+

−

dx
x

x
 

3) Xét sự hội tụ của 
+

a
x

dx


   (a > 0;  > 0) 

Giải: Ta có                                 













=



=

−



−


1 khi    

a

x
tln

1     
a

x

t

dt
1
t

x

a

1

 

khi 

  

                                                            =








=

− −−

−

1  
a

x
ln

)1  ax( 11

1
1

khi                     

khi     

 

+ Khi  = 1. Ta có  

 
+

+→
=

a

x

a
x t

dt

a

x

x

dx


lnlim  phân kỳ. 

+ Khi   1. Ta có  

  - Với  > 1 thì              +→

+

=

x

a
x

a
t

dt

x

dx


lim   

                                              )(lim
1

1 11 



−−

+→
−

−
= ax

x
             

                                              
 −−

=
1)1(

1

a
hữu hạn  

Suy ra                           
+

a
x

dx


 hội tụ. 

   - Với  < 1 thì ta có: =+→

x

a
x t

dt


lim  

Suy ra                             
x

a
t

dt


 phân kỳ. 
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Vậy tích phân suy rộng: 
+



a
x

dx
 hội tụ về 

( ) −− 1a1

1
 khi 1 ; và phân kỳ khi 

1 . 

Chú ý 3.3 

         i) Đây là một tích phân suy rộng thường được dùng để xét sự hội tụ hay 

phân kỳ của các tích phân suy rộng khác. 

        ii) Các tích phân suy rộng 
b

x

dx

0


 và 

0

a
x

dx


 hội tụ khi 0 <  < 1 và phân kỳ khi 

  1. 

3.2 TÍCH PHÂN SUY RỘNG LOẠI II  (TÍCH PHÂN SUY RỘNG VỚI 

CẬN HỮU HẠN) (Hàm số không bị chặn trong đoạn tích phân) 

Định nghĩa 3.3 Ta nói hàm số (x) không giới nội khi x→b nếu tồn tại dãy số 

{xn}  sao cho  xn→b và (xn)→. 

Tương tự, ta định nghĩa hàm số (x) không giới nội khi x→b + 0; (x→b - 0). 

Định nghĩa 3.4  i) Cho hàm số (x) xác định trong [a,b) và có =
−→

)(lim
0

xf
bx

. 

Nghĩa là (x) không giới nội khi x→b - 0). Khi đó: 

        dxxf

b

a


−

→ −




)(lim

0
 gọi là tích phân suy rộng của (x) trên [a,b).  

Ký hiệu                         
b

a

dxxf )(  

Vậy      
−

→ −
=





b

a

b

a

dxxfdxxf )(lim)(
0

     (1) 

Chú ý 3.4 

+ Nếu giới hạn ở vế phải của (1) tồn tại hữu hạn, ta nói tích phân suy rộng 

này hội tụ và  khả tích trên [a,b]. Nếu không tồn tại hoặc tồn tại vô hạn ta nói 

tích phân suy rộng đó phân kỳ trên đoạn [a,b]. 

+ Giả sử hàm (x) không bị chặn trong [a,b]R. 

Ta xét (x) bị chặn trên mọi đoạn  

[a,b - ] với  > 0;   (0;b-a),  

nhưng không bị chặn trên [b - ; b].  

Khi đó, b gọi là điểm  bất thường. 

   Ý nghĩa hình học: 

Về mặt hình học, (với (x)  0) tích  

phân suy  rộng 
b

a

dxxf )(  ở trên là diện 

tích hình thang cong vô hạn (Hình 3.3) 

 

 

 

 

 

 

 

ii) Tương tự, cho hàm số (x) xác định trên (a,b] không giới nội khi x→a+0 

(Tức là =
+→

)(lim
0

xf
ax

).  

Khi đó 
+

→ +

b

a

dxxf



)(lim

0
 gọi là tích phân suy rộng của (x) trên (a,b]. 

Ký hiệu                            
b

a

dxxf )( .   

a                                    b     x 
Hình 3.3 

 

y 

 
 

 

 

 
0 

y=((x) 
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Vậy                                  
+

→ +
=

b

a

b

a

dxxfdxxf



)(lim)(

0

                    (2) 

Định nghĩa 3.5 Cho hàm số (x) xác định trên [a.xo)  ((xo,b] và không giới nội 

khi x→xo (Tức là =
→

)(lim xf
oxx

).  

Khi đó                              +=

b

x

x

a

b

a o

o

dxxfdxxfdxxf )()()(      

                                                   
+

→

−

→ ++
+=

b

x

x

a o

o

dxxfdxxf







)(lim)(lim

00
            (3) 

Chú ý 3.5 Ta nói tích phân suy rộng này là hội tụ khi và chỉ khi cả hai tích phân 

suy rộng ở vế phải hội tụ. 

     Ta nói tích phân suy rộng này là 

phân kỳ khi có tích phân suy  rộng 

nào đó ở vế phải phân kỳ  

   Ý nghĩa hình học: 

Về mặt hình học, (với (x)  0) tích 

phân suy rộng loại này là diện tích 

hình thang  cong vô hạn (Hình 3.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Định nghĩa 3.6 Cho hàm số (x) xác định trên (a;b) và ==
−+ →→

)(lim;)(lim xfxf
bxax

.  

Khi đó                          +=

b

c

c

a

b

a

dxxfdxcfdxxf )()()(   

                                      
−

→
+

→ +−
+=








b

c

b

a

dxxfdxxf )(lim)(lim
00

 (4); với a < c < b. 

Ví dụ 3.2  1) Tính các tích phân suy rộng sau: 

      a)  −

1

0
1x

dx
 b) 

1

0 x

dx
 

Giải.  a)                   
−

→ −
=

− +





1

0
0

1

0
1

lim
1 x

dx

x

dx
 

                                        












 −
−=

+→ 0

1
1lnlim




x

o
 

                                        −=−=
+→

)0(lnlim
0




. 

  Vậy tích phân suy rộng này là phân kỳ. 

b)                    
+

→ +
=

1

0
0

1

0

lim


 x

dx

x

dx
 

                              













=

+ 

1
2lim

0
x  

                              2)22(lim
0

=−=
+→




 

  Vậy tích phân suy rộng này hội tụ. 

Hình 3.4 

y 

 
 

 

 

0 

a                  xo              b        x 

y=(x) 
y=(x) 
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2) Tính tích phân 
−

1

0
21 x

dx
 

Giải. Điểm x = 1là điểm bất thường của (x)=
21

1

x−
 trên đoạn tích phân. 

Hàm (x) =
21

1

x−
 bị chặn và khả tích trên mọi đoạn [0; 1- ].  

Ta có                          
0

1
arcsin

1

1

0
2

 −
=

−

−

x
x

dx
 

                                                0arcsin)1arcsin( −−=   

                                                 

Do đó                         
−

→ −
=

−





1

0
20

1

0
2 1

lim
1 x

dx

x

dx
 

                                               )1arcsin(lim
0




−=
→

 

                                               
2

1arcsin


== . 

Vậy                             
−

1

0
21 x

dx

2
1arcsin


== . 

 3) Xét sự hội tụ của tích phân:  −

b

a
ax

dx
)(

; (b>a; >0). 

Giải. Ta có: 
 









−−

−−
−=

−
=

−−

+


1     khi

1     khi     ; 

                      ;ln)abln(

  )ab(
1

1

)ax(

dx
11b

a

 

 Khi   1. Ta có: 

   Với  > 1:                    









−−

→
+

→
−−

−
=

−
11

00
)(lim

1

1

)(
lim ab

ax

dx
b

a

.  

Do đó                             −

b

a
ax

dx
)(

 phân kỳ. 

   Với  < 1:                    











 −

−
=−−

−
=

−

−
−−

→
+

→  1

)(
)(lim

1

1

)(
lim

1
11

00

ab
ab

ax

dx
b

a

.  

Do đó                             −

b

a
ax

dx
)(

 hội tụ. 

 Khi  = 1. Ta có  

                   =−−
→

]ln)[ln(lim
0




ab .  

Do đó                             −

b

a
ax

dx
)(

 phân kỳ. 

Vậy                                −

b

a
)ax(

dx
 hội tụ khi 1  và phân kỳ khi 1 . 

3.3 CÁC ĐỊNH LÝ SO SÁNH CỦA TÍCH PHÂN SUY RỘNG 

Định lý 3.1 Giả sử (x); g(x) khả tích trên [a,b]; b > a và x [a;+);  

f(x)  g(x)  0. Khi đó 
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i/ Nếu 
+

a

dxxf )(  hội tụ thì 
+

a

dxxg )(  hội tụ. 

ii/ Nếu 
+

a

dxxg )(  phân kỳ thì 
+

a

dxxf )(  phân kỳ. 

Định lý 3.2  Giả sử (x)  0; g(x)  0; x  a khả tích trên [a,b] với b > a và 

=
−→ )(

)(
lim

xg

xf

bx
K. Khi đó  

i) Nếu K = 0 thì từ 
b

a

dxxg )(  hội tụ suy ra 
b

a

dxxf )(  cũng hội tụ. 

ii) Nếu 0 < K < + thì 
b

a

dxxf )(  và 
b

a

dxxg )(  có cùng tính chất hội tụ hoặc 

phân kỳ. 

iii) Nếu K=+ thì 
b

a

dxxg )(  phân kỳ suy ra 
b

a

dxxf )(  cũng phân kỳ. 

Ví dụ 3.3  1) Xét sự hội tụ của các tích phân suy rộng sau: 

a) 
+

+
1

5 2xx

dx
 b) 

+
+

1

)1ln(
dx

x

x
 

Giải.  a) Ta có                       1;
1

2

1
55


+

x
xxx

.  

Mà                                        
+

1

5x

dx
 hội tụ (Vì có:  = 5 > 1) 

Do đó, theo định lý so sánh 1, suy ra   

                                              
+

+
1

5 2xx

dx
hội tụ. 

 b) Ta có: ln(1+ x) > 1 khi x > (e-1).  

Do đó                                      
xx

x 1)1ln(


+
. 

Vì 0
1


x
 khi x > 1 và tích phân 

+

1
x

dx
 phân kỳ ( = 1) nên theo định lý so sánh 1 

thì 
+

+

1

)1ln(
dx

x

x
 là phân kỳ. 

2) Xét sự hội tụ của các tích phân suy rộng sau: 

a) 
+

+1
31

dx
x

xarctgx
 b) 

+

+

2

1 ln. xx

dx


 (>0) 

Giải.  a) Xét hàm không âm 
31

.
)(

x

arctgxx
xf

+
=  và 

x
xg

1
)( =  (khi x1).  

Ta có                          Kx
x

xarctgx

xg

xf

xx
==

+
=

+→+→ 21
lim

)(

)(
lim

3


.  

Do đó tích phân 
+

1 x

dx
 phân kỳ ( = 

2

1
 < 1).  

Do đó tích phân ban đầu phân kỳ theo định lý so sánh 2. 
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  b) Xét hàm 0
ln.

1
)(

1
=

+ xx
xf


 khi x  2 và hàm 0

1
)(

2
1

=
+

x
xg . 

Ta có:    
xx

x

xg

xf

xx 



ln.
lim

)(

)(
lim

1

1
2

+

+

+→+→
=   

    0
ln

1
lim

2

==
+→

xx
x 


 (). 

Do                                
+

+

+

=
2

1
0

2

)(


x

dx
dxxg  hội tụ (1+

2


>1)  

nên                               
+

+

2

1 ln. xx

dx


; ( >0) hội tụ theo so sánh 2 

Chú ý 3.6                     
+

−

2

1 ln. xx

dx


; ( > 0) phân kỳ theo định lý 2. 

Do chọn                         
+

−

+

=
2

1
0

2

)(


x

dx
dxxg  là phân kỳ (1- 

2


 < 1). 

3.4 SỰ HỘI TỤ TUYỆT ĐỐI.  

Định lý 3.3  Cho hàm số (x) khả tích trên [a,b]. Nếu tích phân 
b

a

dxxf )(  hội tụ 

thì tích  phân 
b

a

dxxf )(  cũng hội tụ. Điều ngược lại không đúng. 

Ví dụ 3.4  Xét sự hội tụ của tích phân 
+

1

2

sin
dx

x

x
. 

Giải. Ta có  

22

1sin

xx

x
 nhưng 

+

1

2x

dx
là hội tụ theo định lý về hội tụ tuyệt đối. 

Chú ý 3.7 

1) Thông thường đối với tích phân suy rộng loại hai, người ta thường so sánh 

với tích phân sau: 
( )
−

b

a ax

dx


 (nếu a là kỳ dị); 
( )
−

b

a xb

dx


 (nếu b là kỳ dị). Hai tích 

phân trên là hội tụ khi và chỉ khi  < 1. 

2) Có thể thực hiện phép đổi biến số và phép tích phân từng phần để tính các 

tích phân suy rộng.  

Ta không đi sâu vào chi tiết mà chỉ xét vài ví dụ minh hoạ. 

Ví  dụ 3.5 a) Tính 
( )( )

−−
=

b

a bxax

dx
I  

Nhận thấy rằng I có 2 điểm bất thường x = a, x = b. 

Thực hiện đổi biến số: tbtax 22 sincos +−  ta chuyển I về dạng tích phân thông 

thường: 

                                



== 
2

0

2 dtI . 

  b) Xét sự hội tụ của tích phân dx
x

x

+

1

cos
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Lấy tích phân từng phần, ta được: 

   dx
x

x

x

x
dx

x

x

++

+
+

=
11

sin

1

sincos
 

Tích phân dx
x

x

+

1

sin
 là hội tụ và 

1

1sin

1

sin −
=

+

x

x
 là hữu hạn. 

Vậy tích phân đã cho hội tụ. 

 3) Tích phân với cận vô hạn 


=
a

dxxfI )(  luôn có thể  đổi biến để đưa về tích 

phân với cận hữu hạn (suy rộng thông thường); Chẳng hạn a > 0, đổi biến 
x

1
.  

Khi đó                               =

 a

a
t

dt
tfdxxf

1

0

2
)()( .  

Ngược lại, tích phân suy rộng 
b

a

dxxf )(  với b là điểm bất thường duy nhất, ta có  

thể đưa về tích phân suy rộng với cận vô hatu. Chẳng hạn thực hiện phép đổi đổi 

biến. 

Đặt 
t

bx
1

−= , ta được 


−

−=

ab

t

dt

t
bfdxxf

b

a 1

2
)

1
()(  là một tích phân suy rộng có cận vô 

hạn. 

3.5 CÔNG THỨC NEWTON-LEIBNITZ 

Giả sử F(x) là nguyên hàm của (x) trên [a;+).  

Ký hiệu                                )()(lim =
+→

FbF
b

. 

Khi đó                                  )()()( aFFdxxf
a

−=
+

. 

Ví dụ 3.6 Xét sự hội tụ và tính tích phân (trường hợp hội tụ) của các tích phân 

sau: 

a) 
+

+
=

0

21 x

dx
I  b) 

+

−
++

=
22 )1( xx

dx
J  

Giải. a) Ta có             Carctgx
x

dx
+=

+ 21
. 

Theo công thức Newton-Leibnitz, ta được: 

2
)0()(

1
0

2


=−+=

+
+

arctgarctg
x

dx
. 

Vậy tích phân I hội tụ và giá trị của nó là: 
2


 

 b) Ta có             =






 +
+

++

+
=

++
)(

3

12

33

4

)1(3

12

)1( 222
xF

x
arctg

xx

x

xx

dx
. 

Vậy                           
33

4
)()(

)1( 22


=−−+=

++
+

−

FF
xx

dx
. 
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Bài 4 

ỨNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 

 

     4.1 Tính diện tích hình phẳng. 

a. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi 

các đường y = f(x); y = g(x) liên tục 

trên  b,a  và các đường thẳng x = a, x 

= b (Hình 4.1) được tính theo công 

thức: 

                      ( ) ( )dxxgxfS

b

a

 −= . 

b. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi 

đường cong cho theo phương trình 

tham số:  

( ) ( )tyy   ;txx ==  và các đường 

bx   ;ax == , trục 0x được tính theo 

công thức: 

                      ( ) ( )dttx.tyS
2

1

t

t

/

= . 

 

Với ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ty  ;t  x;t  x;txb  ;txa /

21 ==  liên tục trên  21   t;t . 

c. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường 

y = f(x) và trục 0x trên nửa đoạn  )+  ;a  

(Hình 4.2) được tính theo công thức: 

  ( )dxxfS
a


+

=  

 Chú ý 3.1 

      1. Nếu phương trình đường cong cho 

dưới dạng ( )yx = ; ( )y  liên tục trên 

 d;c  thì diện tích hình phẳng giới hạn bởi 

 

 

( ) 0y  d;y  c;y  ;yx ===  được tính theo công thức: 

(Hình 4.3) được cho bởi công thức: 

( ) = 




dr
2

1
S 2 . 

4.2 Độ dài đường cong phẳng. 

a. Cho hàm số y = f(x) liên tục và có đạo hàm liên tục trên [a; b], gọi cung 


AB là 

đồ thị của f(x),  b;ax . Ta định nghĩa độ dài s của cung 


AB và tính s. 

                             ( ) =

d

c

dyyS . 

    2. Trong hệ toạ độ cực, diện tích hình quạt cong giới hạn bởi cung 


AB của 

đường cong ( )= rr  liên tục     ; , với hai tia ==   ;   

        

x 

b 

S 

   0 

y 
f(x) 

a 

g(x) 

Hình 4.1 

y =f(x) 

y 

Hình 4.2 
0 x 
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Trên cung 


AB lấy những điểm: ( )( )000 xf;xM , …, ( )( )iii xf;xM ,…, ( )( )nnn xf;xM  với 

b  x;ax n0 == (Hình 4.4). 

Ta gọi độ dài s của cung 


AB là giới hạn của đường gấp khúc M0M1…Mn khi số 

cạnh của đường gấp khúc tăng vô hạn sao cho độ dài cạnh lớn nhất của nó dần 

tới 0, nghĩa là: 

 

          
=

−
→

=
n

1i

i1i
0

MMlims .  

Trong đó                                i1i
ni1

MMmax −


= . 

   Hiển nhiên ta có                 ( ) ( )2

i

2

ii1i yxMM +=−   

 với                                        1iii1iii yyy   ;xxx −− −=−= . 

Theo công thức Lagrange ta có  

                                              ( ) ( ) ( ) ii

/

1iii xcfxfxfy =−= − , với ii1i xcx − . 

Do đó                                    ( )  i

2

i

/

i1i xcf1MM +=− . 

Suy ra                                   ( ) 
=

→
+=

n

1i

i

2

i

/

0
xcf1lims .   

Vì ( ) 2/ xf1+  liên tục với  b;ax  nên hàm số ( ) 2/ xf1+  khả tích trên  ba; . 

Do đó luôn tồn tại độ dài s, và theo định nghĩa tích phân xác định, ta có  

                 ( )  dxxf1s

b

a

2/

 +=     (1) 

Vậy độ dài cung 


AB được tính theo công thức   

                                             ( ) dxy1s

b

a

2/

 += . 

 b. Nếu đường cong cho dưới dạng tham số  
                                             ( ) ( )  ==   ;  t;tyy  ;txx   

thì từ (1) chỉ cần thay dx bởi: 

              ( ) ( )
( )
( )tx

ty

dx

dy
xf   ;dttx

/

/
// == . 

Ta có công thức                   ( )  ( )  dt.tytxs
2/2/






+= . 
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 c. Trường hợp đường cong cho trong hệ toạ độ cực 

                                             ( )  = ;  ;rr . Vì: 

                                            
( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )





−=

−=






=

=

cos.rsin.ry

sin.rcos.rx

sin.ry

cos.rx

//

//

  

Suy ra                                  ( )  ( )  ( )  ( )  /22/2/ rryx +=+ . 

   Vậy                                    ( )  ( )  += 




d.rrs
2/2 . 

   Chú ý 4.2 

(1) Nếu s là độ dài cung 


AM , và đồ thị của hàm số f(x) liên tục cùng 

với đạo hàm ( )xf / ; trong đó ( )( )af;aA  là một điểm cố định và 

( )( )xf;xM , ta có: 

( )  +=

x

a

2/ dt.tf1s . 

Từ đó suy ra ( ) 2/ xf1
dx

ds
+= , (đạo hàm theo cận trên). 

hay                ( )  dx.xf1ds
2/+= . Đây là công thức vi phân cung. 

Công thức trên cũng có thể viết dưới dạng: 

  ( ) ( ) ( )222
dydxds +=  

hoặc  ( ) ( )  ( )  ( ) 22/2/2
dttytxds += . 

(2) Trong toạ độ cực, công thức vi phân cung có dạng: 

( )  ( )  += d.rrds
2/2

. 

          

4.3 Tính thể tích vật thể 

 4.3.1 Vật thể bất kỳ 

 Thể tích vật thể hữu hạn giới hạn 

bởi một mặt cong và hai mặt phẳng 

x = a; x = b, có thiết diện cắt bởi 

mặt phẳng vuông góc với trục 0x 

tại x, bxa   (Hình 4.5) là S(x) 

liên tục trên  b;a  được tính theo 

công thức: 

                 ( )dxxSV

b

a

= . 

         4.3.2 Vật thể tròn xoay 

Thể tích vật thể tròn xoay do hình 

thang cong giới hạn bởi đường 

cong x = a, x = b, 

y = f(x) liên tục trên [a; b], trục 0x 

(Hình 4.6) quay quanh trục 0x 

được tính theo  công thức: 

  ( ) =
b

a

2
dxxfV . 

 
 

a b 

y 

0 

Hình4.5

4.5 

S(x) 

x 
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   Ở đây:       ( ) ( ) 2xfxS = . 

4.3.3 Tính diện tích mặt tròn 

xoay 

Xét cung 


AB , đồ thị của hàm số y 

= f(x) ,  b;ax  với ( ) ( )xf   ;xf /  liên 

tục trên [a,b], 

Cho cung 


AB , quay quanh trục 0x 

tạo thành mặt tròn xoay (Hình 4.7).  

 

 

 

Khi đó, diện tích của mặt tròn xoay 

này được tính theo công thức: 

             ( ) ( )  dx.xf1xf2S
2/

b

a

+=  . 

Chú ý 4.3  

         1) Nếu vật thể tròn xoay có 

được do 

đường cong ( ) ( )y   ;yx =  liên tục 

trên  d;c , y = c; y = d, trục 0y thì 

thể tích là: 

 

 

                                             ( )dyyV

d

c

2

= . 

2) Tương tự diện tích mặt tròn xoay là: 

                                                      ( ) ( )  dy.y1y2S
2/

d

c

+=  . 

Ví dụ 4.1 Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường: 

2xy  ;
2

x
y  ;xy

2
2 ===  (Hình 4.8). 

Giải. 

 Diện tích của hình phẳng cần tìm là: 

                  S = S1 + S2 

Với    
3

4

6

x
dx

2

x
xS

2

0

32

0

2
2

1 ==







−=  ; 

          

3

8

6

x
xdx

2

x
x2S

4

2

3
2

4

2

2

2 =







−=








−=  . 

Vậy S = S1 + S2 = 4
3

8

3

4
=+  (đvdt). 

Ví dụ 4.2 

Tính diện tích của Elíp (Hình 4.9) 

    1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+  hoặc    

 

a b 0 x 

Hình 4.6 

y ( ) ( )xf.xS 2=  

0 

Hình 4.7 

y 

a b 

B 
A 

x 
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     20;  
sin

cos






=

=
t

tby

tax
. 

Giải. 

Vì sự đối xứng của Elip nên diện 

tích của Elip được tính theo công 

thức:  

 −=

a

0

22 dxxa
a

b
4S  

abxa
a2

b

a

x
arcsin

2

ab
4

a

0

22 =







−+=

. 

 

  

Nếu dùng công thức tính diện với Elip cho dưới dạng tham số ta được:  

                                  ( ) 

 

=−==
2

0

2

0

2 abdtt2cos1ab2dt.tsinab4S . 

 

 

Ví dụ 4.3 Tính diện tích hình giới hạn 

bởi đường Cycloide (Xyclôit): 
( ) ( ) ( )−=−= 2t0  ;tcos1ay;tsintax  

và trục 0x (Hình 4.10). 

Giải. 

Ta có công thức: 

( )
2

22

0

2

2

0

1 cos

3 1
2sin

2 4sin 2

S a t dt

a t t
t





= −

 
− + 

 


 

               
2a3=  (đvdt). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ví dụ 4.4 Tính diện tích giới hạn bởi 

đường hình tim  ( ) 0a;cos1ar +=  cho 

trong toạ độ cực (Hình 4.11). 

Giải. Ta có 

         ( )













+= 



0

22 dcos1a
2

1
2S  

           ( ) ++= 


dcoscos21a
0

22  

           











++=

0

2 2sin
4

1
sin2

2

3
a  

           2a
2

3
=  (đvdt). 

 

x 2a 

0 
S

2

1
 

P 

K   x 0 

y 

A - 

Hình 4.10 

Hình 4.11 

y 

-a a 

b 

               -b 

 

           Hình 4.9 
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Ví dụ 4.5 Tính độ dài d của đường 

cong xlny =  từ điểm có hoành độ 

3x1 =  đến điểm có hoành độ 8x 2 =  

(Hình 4.12). 

Giải. Áp dụng công thức tính độ dài 

cung phẳng ( ) dxy1L

b

a

2/

 +=  ta có độ 

dài cung AB đã cho là: 

( )
8

2
/

3

8

2

3

8 2

3

1 ln

1
1

1

d x dx

dx
x

x
dx

x

 = +  

= +

+
=







  

 

Đặt 1ux;xdx2udu21xu1xu 22222 −==+=+= ;   

3u8x;2u3x ==== . 

Vậy                       du
uu

duuu
d   









−
+=

−
=

3

2

3

2

22 1

1
1

1

..
 

                                               
2

3
ln

2

1
1

1

1
ln

2

1
3

2

+=








+

−
+=

u

u
u , (đvd). 

Ví dụ 4.6 Tính độ cung của Parabol 0p;x
p2

1
y 2 =  lấy từ gốc toạ độ đến điểm 

M có hoành độ x. 

   Giải. Ta có        ( ) dtpt
p

1
dty1s

x

0

22

x

0

2/

 +=+=  

                       ( )
x

0

22
2

22 pttln
2

p
ptt

2

1

p

1








++++=  

                                                      
p

pxx
ln

2

p
px

p2

x
22

22 ++
++= . 

Ví dụ 4.7 Tính độ dài của Xycloide: 

                                 ( ) ( ) ( )2t0  ;cos1      ;sin −=−= tayttax . 

Giải. Ta có:              ( ) dtttas .sincos1

2

0

22

 +−=



 

                                    a
t

adt
t

a 8
2

cos4
2

sin2

2

0

2

0

=−== 


 

 Ví dụ 4.8 Tính thể tích vật thể tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường:  

x y ;xy  2 ==  quay quanh trục 0x (Hình 4.13). 

Giải. Thể tích của vật thể đã cho là: V = V1 - V2 

Với V1 là vật thể tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi 1,  x;xy ==  trục 0x; 

quay quanh 0x:       

A 

3  8  

y 

x 0 

Hình 4.12 

B 

1 
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( )


===

1

0

1

0

2
2

1
22

x
dxxV , 

và V2 do hình phẳng giới hạn bởi các 

đường 1  x;xy 2 ==  và trục 0x; quay 

quanh 0x:                

                      

( )
55

x
dxxV

1

0

1

0

5
22

2


===   

Vậy               
10

3

52
V


=


−


=  (đvtt). 

 
 Ví dụ 4.9 Tính thể tích của Elipxôit: 

    1
c

z

b

y

a

x
2

2

2

2

2

2

=++ . 

Giải. Cắt Elipxôit bởi một mặt phẳng vuông góc với trục 0x tại điểm có hoành 

độ x,  a;ax −  (Hình 4.14), ta được thiết diện là một Elip có phương trình: 

              
2

2

2

2

2

2

a

x
1

c

z

b

y
−=+  

hay    1

a

x
1c

z

a

x
1b

y
2

2

2

2

2

2

2

2

=














−

+














−

 

Mà diện tích Elip này có giá trị: 

         ( )













−














−=

2

2

2

2

11
a

x
c

a

x
bxS               

                







−=

2

2

1
a

x
bc  

Do vậy thể tích V của Elipxôit là: 

Mà diện tích Elip này có giá trị: 

          ( )













−














−=

2

2

2

2

11
a

x
c

a

x
bxS                

                 







−=

2

2

1
a

x
bc . 

Do vậy thể tích V của Elipxôit là: 

 

         ( ) 
− −









−==

a

a

a

a

dx
a

x
bcdxxSV

2

2

1  ( ) −=

a

dxxa
a

bc

0

22

2

2
 

                          

a

x
xa

a

bc

0

3
2

2 3

2








−=


abc

3

4
= . 

Ví dụ 4.10 Tính thể tích của vật thể tròn xoay tạo bởi Elip  

    1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+  

y c 

-c Hình 4.14 

0 

  xy=  y = x2 

Hình 4.13 

y 

x 

x 

z 
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khi cho Elip quay quanh trục 0y. 

Giải. Ở đây                       ( ) ( )22

2

2
22 yb

b

a
xy −== . 

Do đó                                 ( )
−

−=

b

b

dyyb
b

V 22

2

2
  

                                              ( ) −=

b

dyyb
b

a

0

22

2

2

2  

                                               

b

y
yb

b

a

0

3
2

2

2

3
2 








−=   

                                               ba 2

3

4
= . 

Vậy                                  ba
3

4
V 2=  (đvtt). 

Ví dụ 4.11 Tính diện tích của vòng xuyến sinh bởi đường tròn: 

( ) ( )ab   ;abyx 222 =−+  quay quanh trục 0x (Hình 4.15) 

Giải. Diện tích của vòng xuyến 

bằng tổng hai diện tích bởi nửa vòng 

tròn trên khi quay quanh 0x. Nửa 

vòng tròn trên có phương trình: 
22 xaby −+= ; nửa vòng tròn dưới 

có phương trình      

              22 xaby −−=  

Trong cả hai trường hợp ta đề có: 

               ( )
22

2
2/

xa

x
y

−
= . 

 

Áp dụng công thức tính diện tích mặt tròn xoay, ta có: 

  ( ) ( ) dx
xa

x
1xab2dx

xa

x
1xab2S

22

2a

a

22

22

2a

a

22

−
+−−+

−
+−+= 

−−

 

    
− −

=

b

a xa

dx
ab

22
4  

                     
−

=

a

xa

dx
ab

0
22

8  

                     
a

a

x
ab

0

arcsin.8= . 

Vậy           ab4S 2= . 

x 

b 
a 

0 

y 

Hình 4.15 
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BÀI TẬP CHƯƠNG 2. 

TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 

 

1. Tích phân xác định 

 

 Dùng định nghĩa tích phân xác định để tính: 

1) 






 −
+++

+→ 222

1
.....

21
lim

n

n

nnn
 2) 













++++++

→ n

n

nnnn
1.....

2
1

1
1

1
lim  

 Tính các tích phân: 

3) 
++

1

0
2 544 xx

dx
 4) 

−

2ln2

2ln 1xe

dx
 5) 

2

0

.cos.



dxxex  6)  −

2

0

.2cos1 dxx  

 Áp dụng định lý trung bình, so sánh các tích phân: 

7) 
−=

1

0

1 dxeI x ; 
−=

1

0

2

2

dxeI x  8) 
−=



0

2
1 .cos

2

dxxeI x ; 
−=





2
2

2 .cos
2

dxxeI x  

Dùng đạo hàm theo cận trên, tính I’(x) nếu: 

9) 
−=

2
2

)(

x

x

t dtexI  10) 
x

x

dtt
1

.cos  

Tìm: 

11) 

1

)(

lim
2

0

2

+



+→ x

dtarctgt

x

x
 

12) 





+→
tgx

x

x
dtt

dttgt

0

sin

0

0
.sin

.

lim  

Dùng công thức Newton - Leibnitz, tính các tích phân: 

13) 
+

1

0
6

2

4x

dxx
 14) 

e

dx
x

x

1

)sin(ln
 15)  −

2

0

1 dxx  

Dùng phương pháp tích phân từng phần, tính các tích phân: 

16) 
2

0

.cos.



dxxx  17) 
3

0

.. dxarctgxx  18) 


0

2 .3sin dxxe x  

Dùng phương pháp đổi biến số, tính các tích phân: 

19) 
−

1

2

2

2
2

1
dx

x

x
 20) 

−
2

1

2 1
dx

x

x
 21) 

− +

1

1
22 )1( x

dx
 

 

2. Tích phân suy rộng 

 

 Tính các tích phân suy rộng: 
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22) 
+

−+2
2 2xx

dx
 23) 

+

− ++ 22 )1( xx

dx
 24) 

−−

1

0
1)2( xx

dx
 25) 

1

0

3ln
dx

x

x
 

  

Xét sự hội tụ của các tích phân: 

26) 
+

+−0
24

2

5xx

dxx
 27) 

+

0

dx
x

arctgx


 28) 

−

1

0
3 41 x

dx
 29) 

+

1

0
21

ln
dx

x

x
 

30) 


+

1

)1ln(
dx

x

x
 31) 

 −

1
2

2

dx
x

e x

 32) 










−

1

2
cos1 dx

x
 33) 


+

1
3

21
dx

x

x
 

34) 
−

1

0 1
3 xe

dx
 35)  −

1

0
xtgx

dx
 36) 

−

1

0
3 52

2

)1( x

dxx
 37) 

−

1

0
sin 1

.

xe

dxx
 

 

=====  
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CHƯƠNG 3. 

CHUỖI SỐ VÀ CHUỖI HÀM 

Bài 1. 

CHUỖI SỐ 

1.1  ĐỊNH NGHĨA  

1.1.1 Định nghĩa chuỗi số 

Cho dãy vô hạn các số thực u1,  u2, ... , un , ... . Khi đó tổng vô hạn:    

u1 + u2 + ... + un + ... = 


=1n

nu      (1)  

được gọi là chuỗi số. 

Các số u1, u2, ... được gọi là số hạng của chuỗi số, un biểu thị số hạng tổng quát 

của chuỗi số  Sn = 
=

n

k

ku
1

được gọi là tổng riêng (Partial sum) thứ n của chuỗi số. 

Ví dụ 1: Chuỗi số 


=

=+++
1

11
...

2

1
1

n nn
 là chuỗi số điều hoà. 

 1.1.2 Sự hội tụ, phân kỳ của chuỗi số 

Định nghĩa. Cho chuỗi số  


=1n

nu  và Sn  là tổng riêng thứ n của nó. 

 i) Nếu giới hạn sau tồn tại và hữu hạn : S = n
n

S
→

lim . Ta gọi chuỗi số  


=1n

nu  hội tụ 

về S và chuỗi (1) là chuỗi số hội tụ. 

ii) Nếu n
n

S
→

lim  không tồn tại (hoặc Sn →   khi n →  ) thì ta nói chuỗi số (1) 

phân kỳ và nó không có tổng. 

Số Rn = S - Sn =  un+1 + un+2 + ... được gọi là phần dư của chuỗi số. 

Ví dụ 2: Xét chuỗi số: a + aq + aq2 + ... + aqn-1 + ... = 


=

−

1

1

n

naq  (a  0, q  1 ); 

(*) 

Đây là cấp số nhân vô hạn có công bội là q.  

q

aq

q

a

q

aqa
S

nn

n
−

−
−

=
−

−
=

111
 

• Nếu q  < 1, qn → 0 khi n → , do đó: 
q

a

q

aq

q

a
S

n

n
n

n −
=









−
−

−
=

→→ 111
limlim . 

 Vậy, khi q  < 1 thì chuỗi số trên hội tụ và tổng của nó là 
q

a
S

−
=

1
 

• Nếu q  > 1, qn →   khi n → , và →
−

−

q

aqa n

1
 khi n → , tức là n

n
S

→
lim  

không tồn tại. Vậy, khi q  > 1 thì chuỗi số trên phân kỳ.  
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• Nếu q  = 1, Sn = a + a +... + a = na, thì  n
n

S
→

lim  = . Chuỗi số trên phân kỳ.  

Tóm lại, chuỗi số (*) hội tụ  khi và chỉ  khi  q  < 1. 

1.2 ĐIỀU KIỆN CẦN ĐỂ CHUỖI SỐ HỘI TỤ 

        1.2.1 Định lý 1: Nếu chuỗi số 


=1n

nu  hội tụ thì: 

  0lim =
→

n
n

u       (2) 

 Chứng minh:   

Nếu chuỗi số (1) hội tụ  thì   

SSn
n

=
→

lim , 

Trong đó S là tổng của chuỗi số. Ta cũng có: 

 SSn
n

=−
→

1lim . 

Vậy: 

0limlim 1 =− −
→→

n
n

n
n

SS  

 hoặc  

0)(lim 1 =− −
→

nn
n

SS  

 Vì                                              nnn uSS =− −1 , 

 nên  

0lim =
→

n
n

u   

     1.2.2 Hệ quả: Cho chuỗi số  


=1n

nu . Nếu 0lim 
→

n
n

u  (hoặc khơng tồn tại 

n
n

u
→

lim )  thì chuỗi số phân kỳ. 

Chẳng hạn, chuỗi số  

      ...
12

...
7

3

5

2

3

1
+

+
++++

n

n
  

 phân kỳ vì                                 0
2

1

12
limlim =

+
=

→→ n

n
u

n
n

n
. 

Chú ý: Định lý 1 cho ta điều kiện cần nhưng không phải là điều kiện đủ để 

chuỗi số hội tụ. Nghĩa l điều ngược lại chưa chắc đng, hay cịn được pht biểu: 

Nếu cĩ 0lim =
→

n
n

u  thì chưa chắc chuỗi số 


=1n

nu hội tụ. 

Thật vậy, chuỗi điều hoà ...
1

...
3

1

2

1
1 +++++

n
  

là chuỗi số phân kỳ, mặc dù 

      0
1

limlim ==
→→ n

u
n

n
n

. 

Có thể chứng minh sự phân kỳ  của chuỗi số điều hoà như sau: 

Ta có 
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 )
8

1

7

1

6

1

5

1
()

4

1

3

1
(

2

1
1

1

1

+++++++=


=n n
 

     )(...
17

1
)

16

1

15

1

14

1

13

1

12

1

11

1

10

1

9

1
( a++++++++++  

Xét chuỗi số phụ  

    )
8

1

8

1

8

1

8

1
()

4

1

4

1
(

2

1
1 +++++++  

         )()
32

1
...

32

1
()

16

1

16

1

16

1

16

1

16

1

16

1

16

1

16

1
( b+++++++++++  

Kí hiệu )1(

nS  là tổng riêng của chuỗi số điều hòa (a) và )2(

nS là tổng riêng của chuỗi 

số (b). Vì mỗi số hạng của chuỗi số (a) lớn hơn hoặc bằng mỗi số hạng tương 

ứng của chuỗi số (b), nên với mọi  n > 2, ta có )1(

nS  > )2(

nS  (c) 

Tính tổng riêng của chuỗi số (b) đối với n = 21, 22, 23, ... 

2

1
.11

2

1
1)2(

2 +=+=S   ; 
2

1
.21)

4

1

4

1
(

2

1
1)2(

4 +=+++=S ;  

2

1
.31)

8

1

8

1

8

1

8

1
()

4

1

4

1
(

2

1
1)2(

8 +=+++++++=S  

Tương tự    
2

1
.41)2(

16 +=S ; 
2

1
.51)2(

32 +=S ,.....  

Một cách tổng quát           
2

1
.1)2(

2
kS k += .  

Vậy, đối với chuỗi số (b): =
→

)2(lim n
n

S . 

Do bất đẳng thức (c), ta có: =
→

)1(lim n
n

S , chứng tỏ chuỗi số điều hoà phân kỳ.  

1.3 TÍNH CHẤT CỦA CHUỖI HỘI TỤ 

   1.3.1 Định lý 2: Nếu chuỗi số  


=1n

nu hội tụ và tổng của nó là S thì chuỗi 

số 


=1n

ncu cũng hội tụ và có tổng  cS 

   1.3.2 Định lý 3: Nếu các chuỗi số


=1n

nu  , 


=1n

nv hội tụ  thì chuỗi số  

)(
1




=

+
n

nn vu  hội tu và  

                                   )(
1




=

+
n

nn vu  = 


=1n

nu  + 


=1n

nv  

        1.3.3 Định lý 4: Nếu chuỗi số hội tụ thì chuỗi số thu được bằng cách 

cộng vào hoặc trừ đi một số hữu hạn các số hạng cũng hội tụ. 

Phát biểu cách khác: 

Nếu chuỗi số hội tụ thì phần dư bất kỳ của nó cũng hội tụ. Ngược lại, nếu 

phần dư nào đó của chuỗi số  hội tụ thì chuỗi số đó cũng hội tụ. 

Khi đó, ta có:  
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


+==



=

===
111

,,
mk

km

m

k

km

n

n uRuSuS  

 và      S = Sm + Rm. 

1.4 ĐIỀU KIỆN HỘI TỤ CAUCHY 

   1.4.1 Định lý 5 (Điều  kiện cần và đủ để chuỗi số hội tụ): Để chuỗi số  


=1n

nu  

hội tụ điều kiện cần và đủ là với mọi  > 0 tồn tại số N() sao cho với mọi n  

N() và số nguyên bất kỳ p   0, bất đẳng thức sau đây được thoả mãn: 

)3(...1                                                +++ ++ pnnn uuu  

Từ điều kiện hội tụ Cauchy ta có thể nhận được điều kiện cần để chuỗi số hội tụ 

(2). Thật vậy, trong bất đẳng thức (3) ta đặt p = 0, ta có với mọi n  N(): 

nu <.. Do  > 0 là số bé tùy ý nên bất đẳng thức đó tương đương với điều kiện:  

0lim =
→

n
n

u . 

1.5 TIÊU CHUẨN SO SÁNH ĐỐI VỚI CHUỖI SỐ DƯƠNG 

   1.5.1 Định lý 6 ( Tiêu chuẩn so sánh 1 ): Cho hai chuỗi số dương 

u1 + u2 + ... + un +.... = 


=1n

nu     (4) 

v1 + v2 + ... + vn + ...= 


=1n

nv     (5) 

và un   vn  (với mọi n=1,2,3,......). 

i) Nếu chuỗi số  


=1n

nv hội tụ thì chuỗi số  


=1n

nu  hội tụ. 

ii)  Nếu chuỗi số  


=1n

nu  phân kỳ thì chuỗi số  


=1n

nv phân kỳ. 

Ví du 3:  

1) Chuỗi số  


=1

1

n n
 phân kỳ, vì 

nn

11
 với mọi n > 1.  

Chuỗi số điều hoà  


=1

1

n n
 phân kỳ nên chuỗi số đã cho phân kỳ. 

2) Chuỗi số 


=1 2.

1

n
nn

 hội tụ, vì 
nnn 2

1

2

1
 với mọi n > 1.  

Nhưng chuỗi số 


=1 2

1

n
n

hội tụ nên chuỗi số đã cho hội tụ. 

3) Chuỗi số  


=1n

nu = 


=1

2

2

sin

n
n

n
 hội tụ,  0  un   

n2

1
 với mọi n  1.  

Vì chuỗi số 


=1 2

1

n
n

 hội tụ nên chuỗi số đã cho hội tụ. 
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   1.5.2 Định lý 7 ( Tiêu chuẩn so sánh 2 ): Nếu tồn tại giới hạn k
v

u

n

n

n
=

→
lim , 

trong đó k hữu hạn và khác  0 ( trường hợp đặc biệt,  k = 1, tức là un ~ vn ) thì cả 

hai chuỗi số dương 
=

n

k

ku
1

và 


=1n

nv đồng thời hội tụ hoặc phân kỳ. 

Ví dụ 4: Chuỗi số  


= −1
2 13

2

n n

n
 phân kỳ, vì 

3

2

1
13

2

lim
2

=−
→

n

n

n

n
. 

Chứng minh chuỗi điều hoà là phân kỳ. 

Xét hiệu hai tổng riêng tương ứng S2n và Sn:  

2

1

2

1
...

2

1

2

1

2

1
...

2

1

1

1
2 =+++++

+
+

+
=−

nnnnnn
SS nn     

Bất đẳng thức này chứng tỏ với p = n chuỗi điều hoà không thoả mãn điều kiện 

hội tụ Cauchy, do đó nó phân kỳ.  

1.6 TIÊU CHUẨN D'ALEMBERT ĐỐI VỚI CHUỖI SỐ DƯƠNG 

   1.6.1 Định lý 8 ( Tiêu chuẩn d'Alembert  ): Cho chuỗi số dương 


=1n

nu , un > 

0, n = 1, 2, 3,... và ,lim 1 l
u

u

n

n

n
=+

→
 

  i)   Chuỗi số hội tụ nếu l < 1. 

ii) Chuỗi số phân kỳ nếu l > 1.  Nếu l = 1, không có kết luận 

Ví dụ 5: 

1) Nghiên cứu sự hội tụ của chuỗi số 


=1 !

1

n n
 

Ta có  

10
1

1
lim

!)1(

!
limlim 1 =

+
=

+
=

→→

+

→ nn

n

u

u

nn
n

n

n
. 

Vậy, chuỗi số đã cho hội tụ. 

2) Nghiên cứu sự hội tụ của chuỗi số 


=1

2

n

n

n
 

Ta có: 

  12
1

2lim
2)1(

2
limlim

1

1 =
+

=
+

=
→

+

→

+

→ n

n

n

n

u

u

nn

n

n
n

n

n
 

Vậy, chuỗi số đã cho phân kỳ. 

3) Nghiên cứu sự hội tụ của chuỗi số 


= +1 1n n

n
 

Ta có: 



 

Bài giảng Giải tích 2 

 

 

 ThS. Phan Bá Trình - Trường Đại học Phạm Văn Đồng 
61 

 1
2

12
lim

1

2

1

limlim
2

2
1 =

+

++
=

+

+

+

=
→→

+

→ nn

nn

n

n
n

n

u

u

nn
n

n

n
 

Tiêu chuẩn d'Alembert không cho ta kết luận nào cả. Tuy nhiên 1
1

lim =
+→ n

n

n
, tức 

là số hạng tổng quát tiến dần đến 0 khi n → . Do đó chuỗi số đã cho phân kỳ. 

4) Nghiên cứu sự hội tụ của chuỗi số 


= +1 )1(

1

n nn
 

Ta có     

1
2

lim
)2)(1(

)1(
limlim 1 =

+
=

++

+
=

→→

+

→ n

n

nn

nn

u

u

nn
n

n

n
 

Tiêu chuẩn d'Alembert không cho ta kết luận nào cả. Tuy nhiên  

1

11

)1(

1

+
−=

+ nnnn
,  

Từ đó có thể viết lại chuỗi số  dưới dạng: 

...)
1

11
(...)

4

1

3

1
()

3

1

2

1
()

2

1

1

1
(

)1(

1
+

+
−++−+−+−=

+ nnnn
 

Giản ước các số hạng giống nhau, ta được biểu thức của tổng riêng 
1

1
1

+
−=

n
Sn . 

Do đó  

1)
1

1
1(limlim =

+
−=

→→ n
S

n
n

n
 

Vậy,  chuỗi số đã cho hội tụ và tổng của nó bằng 1. 

1.7 TIÊU CHUẨN CAUCHY ĐỐI VỚI CHUỖI SỐ DƯƠNG 

   1.7.1 Định lý 9 ( Tiêu chuẩn Cauchy ):  Cho chuỗi số dương 


=1n

nu , un > 0,  

n = 1, 2, 3,... và ,lim lun
n

n
=

→
 

i) Chuỗi số hội tụ nếu l < 1. 

ii) Chuỗi số phân kỳ nếu l > 1.  Nếu l = 1, không có kết luận.  

Ví dụ 6: 

1) Nghiên cứu sự hội tụ của chuỗi số 


= +1

)
12

(
n

n

n

n
 

Ta có: 

 1
2

1

12
lim)

12
(limlim =

+
=

+
=

→→→ n

n

n

n
u

n

n n

n

n
n

n
 

Vậy chuỗi số đã cho hội tụ. 

2) Nghiên cứu sự hội tụ của chuỗi số 


=1

1

n
nn
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Ta có 10
1

limlimlim ===
→→→ n

nu
n

n n

n

n
n

n
 

Vậy, chuỗi số đã cho hội tụ. 

3) Nghiên cứu sự hội tụ của chuỗi số 


=1

1

n n
  ( chuỗi số điều hoà ). 

Nếu dùng tiêu chuẩn Cauchy thì không thể kết luận gì được vì  

1
1

limlim ==
→→

n

n

n
n

n n
u  

( do 0
1

1

lim
ln

lim
1

lnlim =

−

=
−

==
→→→

n

n

n

n
u

nn

n
n

n
).  

Tuy nhiên, ta đã biết chuỗi số điều hoà là phân kỳ. 

2) Nghiên cứu sự hội tụ của chuỗi số 


=1
2

1

n n
. 

Ta có: 

 11.1
1

ln.
1

ln
1

lnlim
2

====
→

nnn
n

n nnn
u .  

Tiêu chuẩn Cauchy không khẳng định chuỗi đã cho hội tụ hay phân kỳ. Nhưng 

ta có thể thấy rằng:  

)1(

1

)1(

1
,...,

3.2

1

3

1
,

2.1

1

2

1
222 +


+


nnn
 

Mà chuỗi số 


= +1 )1(

1

n nn
 hội tụ nên chuỗi số 



=1
2

1

n n
hội tụ . 

1.8 TIÊU CHUẨN TÍCH PHÂN 

       1.8.1 Định lý 10: Cho chuỗi số dương  




=1n

nu        (6)  

Với các số hạng giảm, tức là u1  u2  u3 > ... và hàm f(x) liên tục, giảm sao 

cho: f(1) = u1,  f(2) = u2,  f(3) = u3 , ... , f(n) = un. 

i) Nếu tích phân  




1

)( dxxf       (7) 

hội tụ thì chuỗi số (6) hội tụ  

ii) Nếu tích phân (7) phân kỳ  thì chuỗi số (6) phân kỳ. 

Ví dụ 7: 

1) Nghiên cứu sự hội tụ của chuỗi số 


=1

1

n
pn

 

Ta so sánh với tích phân của hàm 
px

xf
1

)( =  
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- Nếu p > 1, 


−
=

1
1

1
)(

p
dxxf , tích phân hội tụ vậy chuỗi số 



=1

1

n
pn

 hội tụ. 

- Nếu  p < 1, 


=
1

)( dxxf  tích phân phân kỳ vậy chuỗi số 


=1

1

n
pn

 phân kỳ. 

- Nếu  p = 1, 


=
1

)( dxxf  tích phân phân kỳ vậy chuỗi số 


=1

1

n
pn

 phân kỳ. 

   1.8.2 Nhận xét: Tiêu chuẩn d'Alembert và tiêu chuẩn Cauchy không cho 

kết lận về vấn đề hội tụ của chuỗi số 


=1

1

n
pn

 . Thật vậy,  

1)
1

(limlim 1 =
+

=
→

+

→

p

n
n

n

n n

n

u

u
  

và  

1)
1

(lim
1

limlim ===
→→→

p
n

n

n
pn

n
n

n nn
u  

1.9 CHUỖI ĐAN DẤU 

   1.9.1 Định nghĩa: Chuỗi đan dấu là chuỗi số có dạng:  

    u1 - u2 + u3 – u4  + ... ( với un > 0 )   

   1.9.2 Định lý Leibnitz: Cho chuỗi đan dấu  

 u1 - u2 + u3 – u4  + ... ( với un > 0 )  (8)  

Nếu các số hạng  giảm nghiêm ngặt, tức là u1 > u2 > u3 > ... và 0lim =
→

n
n

u  thì 

chuỗi số (8) hội tụ và tổng của nó dương và không vượt quá số hạng đầu tiên. 

Ví dụ 8: 

1) Xét chuỗi điều hoà đan dấu: ...
4

1

3

1

2

1
1 +−+−  

Chuỗi này hội tụ theo tiêu chuẩn hội tụ Leibniz ..
4

1

3

1

2

1
1  . và  

0
1

limlim ==
→→ n

u
n

n
n

 

2) Chuỗi đan dấu: ...
!4

1

!3

1

!2

1
1 +−+−  cũng hội tụ theo tiêu chuẩn hội tụ Leibniz  

..
!4

1

!3

1

!2

1
1  . và 0

!

1
limlim ==

→→ n
u

n
n

n
 

1.10 CHUỖI CÓ DẤU BẤT KỲ HỘI TỤ TUYỆT ĐỐI  

VÀ NỬA HỘI TỤ 

   1.10.1 Định nghĩa: Chuỗi có dấu bất kỳ 

      


=1n

nu       (9)  

được gọi là chuỗi hội tụ tuyệt đối nếu chuỗi  




=1

||
n

nu       (10) 
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 hội tụ.  

 Nếu chuỗi (9) hội tụ nhưng chuỗi (10) phân kỳ thì chuỗi (9) được gọi là 

chuỗi nửa hội tụ, hoặc chuỗi không hội tụ tuyệt đối. 

   1.10.2 Định lý 11: Cho chuỗi có dấu bất kỳ  

 


=1n

nu        (9)  

Nếu chuỗi tạo bởi các trị tuyệt đối của các số hạng của chuỗi (9) 


=1

||
n

nu  

(10) hội tụ thì chuỗi (9) hội tụ 

Ví dụ 9: 

1) Xét sự hội tụ của chuỗi 

 
2222

sin
...

3

3sin

2

2sin

1

sin

n

n
++++    (a) 

trong đó  là một số nào đó. 

Ta lập song song với chuỗi đã cho hai chuỗi sau đây: 

2222

sin
...

3

3sin

2

2sin

1

sin

n

n
++++    (b)   

 Và                                          
2222

1
...

3

1

2

1

1

1

n
++++                     (c) 

Chuỗi (c) hội tụ. Các số hạng của chuỗi (b) tương ứng không vượt các số hạng 

của chuỗi (c), do đó chuỗi (b) cũng hội tụ. Từ định lý 11 suy ra chuỗi (a) cũng 

hội tụ và nó hội tụ tuyệt đối. 

2) Chuỗi điều hoà đan dấu  

...
4

1

3

1

2

1
1 +−+−   

là chuỗi nửa hội tụ vì chuỗi các trị tuyệt đối của các số hạng của nó là chuỗi điều 

hoà ...
4

1

3

1

2

1
1 ++++  phân kỳ. 
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Bài 2  

CHUỖI HÀM  

  

2.1 MỘT SỐ ĐỊNH NGHĨA 

 

Ta gọi chuỗi hàm là chuỗi mà trong đó số hạng tổng quát là hàm của biến số x.  

Xét chuỗi hàm 

u1 (x) + u2 (x) + ... + un (x) + ... = 


=1

)(
n

n xu   (1)  

Cho đối số x những giá trị khác nhau, ta được các chuỗi số khác nhau. Các chuỗi 

số này có thể hội tụ có thể phân kỳ. 

Tập hợp những giá trị x mà chuỗi hàm hội tụ được gọi là miền hội tụ của chuỗi 

hàm đó. Rõ ràng là, trong miền hội tụ của chuỗi hàm, tổng của chuỗi là hàm số 

của biến số x và được ký hiệu là S(x). 

Ví dụ 1: 

Xét chuỗi  

 1+ x + x2 + ....+ xn + ... 

chuỗi hàm này hội tụ khi biến x ở trong khoảng (-1; 1), tức là tất cả x thỏa mãn 

điều kiện |x| < 1. Với mọi x trong khoảng đó, ta có:  

x

x
xS

−
=

1
)(  

ta biểu thị Sn(x) là tổng n số hạng đầu tiên của chuỗi hàm. Nếu chuỗi này hội tụ 

và nếu S(x) là tổng của nó, ta có: S(x) = Sn(x) + Rn(x) . 

trong đó Rn(x) là phần dư của chuỗi (II.1) 

Rn(x) = un+1(x) + un+2(x) + ... 

Với mọi x trong khoảng hội tụ của chuỗi, ta có  

)()(lim xSxSn
n

=
→

, 

 do đó  
0))()((lim)(lim =−=

→→
xSxSxR n

n
n

n
 

tức là phần dư  Rn(x) của chuỗi hàm hội tụ tiến dần đến 0 khi n → . 

 

2.2 CHUỖI HÀM HỘI TỤ ĐỀU. ĐỊNH LÝ WEIERSTRASS. 

   2.2.1 Định nghĩa: 

Chuỗi hàm 


=1

)(
n

n xu  được gọi là hội tụ đều trong đoạn [a; b] nếu với mọi   > 0 

bé tuỳ ý, tồn tại số nguyên dương N sao cho n  N, bất đẳng thức | S(x) – Sn(x)| 

<  được thỏa mãn với mọi x  [a; b] 

   2.2.2 Định lý 1(Định lý Weierstrass ):  

Nếu chuỗi hàm  


=1

)(
n

n xu (1) thỏa mãn hai điều kiện: 

i) |u1(x)| < 1; |u2(x)| < 2; |u3(x)| < 3; ...; |un(x)| < n ... với mọi  

x  [a; b] 

ii) 1 + 2 + 3 + ....+n + ... (*) là chuỗi dương hội tụ 
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thì chuỗi hàm (1) hội tụ tuyệt đối và đều với mọi x  [a; b] 

Chứng minh: 

Biểu thị S = 1 + 2 + 3 + ....+n + ... (*) , ta có: S = Sn + n, trong đó Sn là tổng 

riêng của n số hạng đầu tiên, n là phần dư của chuỗi (*). 

n = n+1 + n+2 + ... 

Vì chuỗi (*) hội tu nên, ta có:  
SSn

n
=

→
lim   

 Do đó 
 0lim =

→
n

n
  

Đặt tổng của chuỗi (I.11) dưới dạng:  

S(x) = Sn(x) + Rn(x) 

trong đó  

Sn(x) = u1(x) + ... + un(x) 

Rn(x) = un+1(x) + un+2(x) + un+3(x) + ... 

Từ điều kiện của định lý, ta có  

un+1(x) n+1; un+2(x) n+2;... 

Do đó Rn(x) n với mọi x  [a; b]. 

Vì vậy S(x) – Sn(x) < n với mọi x  [a; b] và n→ 0 khi n → .    

Ví dụ 2: 

1) Xét sự hội tụ của chuỗi hàm 

...
cos

...
3

3cos

2

2cos

1

cos
2222

+++++
n

nxxxx
 

Với mọi x  (-; +) , ta có :
22

1cos

nn

nx
  (n = 1, 2, 3, ...) 

Ta biết chuỗi 


=1
2

1

n n
 hội tụ. Vậy chuỗi đang xét hội tụ tuyệt đối, đồng thời hội tụ 

đều với mọi x  ( -; + ) 

2) Xét sự hội tụ của chuỗi  

 1 1;- x  


=

,
1n

n

n

n

x
 

  1;,
1

 n
nn

x
nn

n

1 1;- x   

Chuỗi số 


=1

1

n
n n

 hội tụ (theo tiêu chuẩn tích phân). Vậy chuỗi đang xét hội tụ 

tuyệt đối, đồng thời hội tụ đều với mọi x  [-1; 1]. 

2.3 CHUỖI HÀM LUỸ THỪA 

   2.3 .1 Định nghĩa: 

Ta gọi chuỗi hàm luỹ thừa là chuỗi hàm có dạng:  

a0 +a1x + a2x2 + ... + an xn + ... = 


=1n

n

n xa   (2)  

trong đó các hằng số a0 , a1, a2...được gọi là các hệ số  của  chuỗi luỹ thừa. 

   2.3.2 Định lý 2 (Định lý Abel ):  
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 i) Nếu chuỗi luỹ thừa hội tụ với trị số xác định x0 khác không thì nó hội tụ 

tuyệt đối với mọi trị số x thoả mãn bất đẳng thức  |x| < |x0|. 

 ii) Nếu chuỗi luỹ thừa phân kỳ với trị số x0
/ thì nó phân kỳ với mọi trị số x 

thoả mãn bất đẳng thức  |x| > |x0
/|. 

Chứng minh: 

i) Theo giả thiết, chuỗi số 

     a0 +a1x0 + a2x0
2 + ... + an x0

n + ... 

hội tụ, số hạng tổng quát của nó 

an x0
n → 0 khi n → . Điều đó chứng to tồn tại số M dương sao cho tất cả các số 

hạng của chuỗi về trị số tuyệt đối nhỏ hơn M. 

Ta viết lại chuỗi (2) dưới dạng: 

                            ......
0

0

2

0

2

02

0

010 +









++










+










+

n

n

n
x

x
xa

x

x
xa

x

x
xaa       (2’) 

và xét chuỗi các trị tuyệt đối của chuỗi đó: 

       ......
0

0

2

0

2

02

0

010 +++++

n

n

n
x

x
xa

x

x
xa

x

x
xaa          (3) 

Các số hạng của chuỗi này nhỏ hơn các số hạng tương ứng của chuỗi sau: 

                           ......
0

2

00

+++++

n

x

x
M

x

x
M

x

x
MM        (4) 

Chuỗi (4) là chuỗi hình học. Chuỗi này hội tụ khi 1
0


x

x
 tức là  |x| < |x0|.  

Từ đó suy ra chuỗi (3) hội tụ. Điều này chứng tỏ chuỗi (2’) hoặc chuỗi (2) hội tụ 

tuyệt đối. 

ii) Để chứng minh phần 2 của định lý, ta đặt giả thiết: chuỗi (2) phân kỳ tại điểm 

xác định x0
/ . Khi đó chuỗi phân kỳ tại mọi điểm x thoả |x| > |x0

/|. Vì nếu ngước 

lại nó hội tụ tại mọi x  thoả điều kiện đó thì theo phần i) của định lý, nó hội tụ tại 

x0
/ (vì |x0

/| < |x|). Nhưng điều này mâu thuẫn với giả thiết chuỗi phân kỳ tại mọi 

x0
/ .  

Vậy chuỗi phân kỳ tại x. Định lý được chứng minh. 

2.4 KHOẢNG HỘI TỤ. BÁN KÍNH HỘI TỤ CỦA CHUỖI LUỸ THỪA 

Định lý Abel xác định sự phân bố các điểm hội tụ hoặc phân kỳ của chuỗi luỹ 

thừa. Thật vậy, nếu x0 là điểm hội tụ, thì tất cả các điểm trong khoảng mở(- |x0|; 

|x0| ) là những điểm hội tụ tuyệt đối. Nếu x0
/ là điểm phân kỳ thì nửa đường 

thẳng bên phải của |x0
/| và nửa đường thẳng bên trái của - |x0

/| chứa các điểm 

phân kỳ. 

Những điều phân tích trên chứng tỏ rằng tồn tại số R sao cho các điểm |x| < R là 

những điểm hội tụ tuyệt đối, và những điểm |x| > R là những điểm phân kỳ. 

   2.4.1 Định lý 3: Tập hợp những điểm hội tụ của chuỗi luỹ thừa là 

khoảng có tâm tại điểm gốc của hệ toạ độ. 

   2.4.2 Định nghĩa: 
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     Ta gọi khoảng hội tụ của chuỗi luỹ thừa là khoảng nằm giữa các điểm –R và 

+ R, trong đó chuỗi hội tụ, đồng thời hội tụ tuyệt đối, còn những điểm ngoài 

khoảng đó thì chuỗi phân kỳ. 

 

Số R được gọi là bán kính hội tụ của chuỗi luỹ thừa. 

Tại hai đầu mút của khoảng hội tụ ( tức là điểm x = -R và x = R) vấn đề hội tụ 

hoặc phân kỳ của chuỗi được nghiên cứu riêng.  

   Có những chuỗi khoảng hôi tụ chỉ gồm một điểm (R = 0 ), có những chuỗi 

khoảng hội tụ là toàn bộ trục Ox (R =  ). 

   Ta xét phương pháp xác định hội tụ của chuỗi luỹ thừa   

a0 +a1x + a2x2 + ... + an xn + ...    (2) 

Lập chuỗi gồm các trị tuyệt đối của các số hạng của chuỗi (2): 

......2

210 +++++ n

n xaxaxaa      (5) 

Để xác định sự hội tụ của chuỗi dương (5), ta áp dụng tiêu chuẩn d’Alembert. 

Giả sử tồn tại giới hạn: 

xLx
a

a

xa

xa

u

u

n

n

nn

n

n

n

n
n

n

n
=== +

→

+

+

→

+

→

1

1

11 limlimlim . 

Theo tiêu chuẩn d’Alembert, chuỗi (5) hội tụ khi L|x| <1, tức là khi |x| < 1/L và 

phân kỳ khi L|x| > 1 tức là khi |x|  > 1/L. 

Từ đây suy ra rằng, chuỗi (12) ở bài 1 hội tụ tuyệt đối khi |x| < 1/L. 

Nếu |x|  > 1/L, 1lim 1 =+

→
xL

u

u

n

n

n
, chuỗi (5) phân kỳ, số hạng tổng quát của nó 

không dần về 0 khi n → . Trong khi đó số hạng tổng quát của chuỗi luỹ thừa 

(2) cũng không dần về 0. Vậy chuỗi luỹ thừa (2) phân kỳ. 

Do đó ta đi đến kết luận rằng khoảng (-1/L; 1/L) là khoảng hội tụ của chuỗi luỹ 

thừa (12) ở bài 1 . Vậy bán kính hội tụ của chuỗi luỹ thừa là: 

1

lim
1

+
→

==
n

n

n a

a

L
R       (6) 

Bằng cách tương tự, ta có thể áp dụng tiêu chuẩn Cauchy để xác định khoảng 

hội tụ của chuỗi luỹ thừa. Ta thu được:  

n
n

n
a

R

→

=
lim

1
       (7) 

Ví dụ 3: 

 

1) Xác định khoảng hội tụ của chuỗi: 

1 + x2 + x3 +  .... + xn + .... 

Áp dụng tiêu chuẩn d’Alembert, ta thu được: 

                                    x
x

x
n

n

n
=+

→

1lim . 
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Chuỗi hội tụ nễu |x| < 1 và phân kỳ nếu |x| > 1. 

Tiêu chuẩn d’Alembert không cho kết luận gì tại các điểm biên của khoảng  

(-1; 1). Nhưng ta thấy rằng chuỗi phân kỳ tại các điểm  x =  1 

2) Xác định khoảng hội tụ của chuỗi: 

....
)2(

...
3

)2(

2

)2(

1

2 32

+++++
n

xxxx n

 

Áp dụng tiêu chuẩn d’Alembert, ta thu được:  

xx
n

n

n

x

n

x

nn

n

n
22

1
lim

)2(

1

)2(

lim

1

=
+

=+
→

+

→
. 

Chuỗi hội tụ nễu |2x| < 1 tức |x| < ½ .  

Chuỗi hội tụ tại x = ½ và phân kỳ tại x=- ½. 

3) Xác định khoảng hội tụ của chuỗi: 

                                    ....
!

...
!3!2

32

+++++
n

xxx
x

n

 

Áp dụng tiêu chuẩn d’Alembert, ta thu được:  

                                      10
1

lim
)!1(

!
lim

1

=
+

=
+ →

+

→ n

x

nx

nx

nn

n

n
.  

Vậy chuỗi hội tụ với mọi x. 

4) Chuỗi  

1 + x + (2x)2 + (3x)3 + ... + (nx)n + ...  

phân kỳ với mọi x, trừ x = 0 ( vì (nx)n →  khi n →  với mọi x   0. 

2.5 CHUỖI LUỸ THỪA (x – a) 

   2.5.1 Định nghĩa: Chuỗi luỹ thừa (x – a) là chuỗi hàm có dạng:  

a0 +a1 (x – a) + a2 (x – a)2 + ... + an  (x – a)n + ... = 


=

−
1

)(
n

n

n axa  (8)  

trong đó các hằng số a0 , a1, a2...được gọi là các hệ số  của  chuỗi luỹ thừa. 

Nếu  a = 0 ta thu được chuỗi (12) ở bài 1, là trường hợp riêng của chuỗi (8) 

Để tìm khoảng hội tụ của chuỗi (8) ta đổi biến (x-a) = X.  

Chuỗi (8) có dạng  

a0 +a1X + a2X2 + ... + an Xn + ... = 


=1n

n

n Xa    (8/ )  

là chuỗi luỹ thừa của X. 

Giải sử ( -R; R) là khoảng hội tụ của chuỗi (8/) thì khoảng hội tụ của chuỗi (8) là     

(a - R; a + R). Và vì chuỗi (8/ ) phân kỳ khi X> R nên chuỗi (8) phân kỳ khi 

x - a > R, tức là phân kỳ ngoài khoảng  (a - R; a + R). 

Tóm lại, khoảng hội tụ của chuỗi (8) là (a - R; a + R) và có tâm tại điểm a. 

Ví dụ 4: 

Tìm miền hội tụ của chuỗi: 
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                                   (x – 2) + (x – 2)2 + ... +  (x – 2)n + ...  

Đặt (x – 2) = X ta thu được chuỗi  

X + X2 + ... + Xn + ... .  

Chuỗi này hội tụ nếu X < 1. Do đó chuỗi đã cho hội tụ với mọi x  sao cho                                

1 < x < 3. 

2.6 CÁC TÍNH CHẤT CỦA CHUỖI HỘI TỤ ĐỀU VÀ CHUỖI LUỸ 

THỪA 

  2.6.1 Định nghĩa sự hội tụ đều: 

Chuỗi số )(
1

xu
n

n


=

 ( *) được gọi là hội tụ đều trên khoảng (a; b) nếu: 








−

+++==
→

);(,)()()

)(...)()()(),()(lim) 21

baxxSxii

xuxuxuxxSxSi nn
n


n

S thì ),N(  n :)N( 0,   

n
S  ñoù trong     

 

2.6.2 Các tính chất của chuỗi hội tụ đều 

   Tính chất 1: (Tính liên tục của tổng của chuỗi) 

Nếu un(x) liên tục trên khoảng (a; b), với mọi n = 1, 2, 3, ... và chuỗi (*) hội tụ 

đều trên khoảng (a; b) thì tổng S(x) ( = )(
1

xu
n

n


=

) liên tục trên khoảng (a; b). 

   Tính chất 2: (Lấy đạo hàm của một chuỗi ) 

Nếu tổng S(x) =  )(
1

xu
n

n


=

liên tục trên khoảng (a; b) ; un
/(x) liên tục trên khoảng 

(a; b) với mọi n = 1, 2, 3, ... và chuỗi )(
1

/
xu

n

n


=

 hội tụ đều trên khoảng (a; b) thì  

          )()(
1

/

/

1

xuxu
n

n

n

n 


=



=

=













  

với mọi x  (a; b). 

   Tính chất 3: (Lấy tích phân của một chuỗi ) 

Nếu un(x) liên tục trên khoảng {a; b} và chuỗi )(
1

xu
n

n


=

 hội tụ đều trên khoảng 

(a; b)} với mọi n = 1, 2, 3, ...  thì  




=



=

=
11

).().(
n

b

a

n

b

a n

n dxxudxxu . 

Nhận xét: 

Vì sự hội tụ của chuỗi luỹ thừa (nếu có) là sự hội tụ đều trên miền hội tụ của nó. 

Các tổng n

n

n axaxS )()(
1

−=


=

( nếu tồn tại ) là một đa thức. Do đó ta có các tính 

chất sau đây của chuỗi luỹ thừa: 

   Tính chất 1’: (Tính liên tục của tổng của chuỗi luỹ thừa) 

Nếu n

n

n axaxS )()(
1

−=


=

 thì S(x)  liên tục trên miền hội tụ của chuỗi   

                                        n

n

n axa )(
1

−


=
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   Tính chất 1’’: (Tính liên tục đều của tổng của chuỗi luỹ thừa) 

Nếu n

n

n axaxS )()(
1

−=


=

 thì S(x)  liên tục đều trên đoạn {a; b} thuộc miền hội tụ 

của chuỗi  

                                        n

n

n axa )(
1

−


=

  

( tức là  −− )'()('],;[ xSxSxxba    thì    x' x, :)( 0,    ) 

 

   Tính chất 2’: (Lấy đạo hàm của một chuỗi luỹ thừa) 

Nếu chuỗi n

n

n axa )(
1

−


=

 hội tụ thì  1

1

/

1

)()( −


=



=

−=













−  n

n

n

n

n

n axnaaxa   

với mọi x miền hội tụ của chuỗi n

n

n axa )(
1

−


=

. 

   Tính chất 3: (Lấy tích phân của một chuỗi ) 

Nếu chuỗi n

n

n axa )(
1

−


=

 hội tụ thì 

     dxaxadxaxa n

n

b

a

n

b

a

n

n

n )()(
11

−=− 


=



=

  

với mọi x [a; b] thuộc miền hội tụ của chuỗi n

n

n axa )(
1

−


=

. 

Trong các tính chất 2’ và 3’, các chuỗi ở vế phải có cùng bán kính hội tụ với 

chuỗi ban đầu n

n

n axa )(
1

−


=

. 

2.7 CHUỖI TAYLOR - CHUỖI MACLAURIN: 

2.7.1 Định nghĩa: Chuỗi Taylor ( Maclaurin) là chuỗi hàm có được bằng 

cách khai triển Taylor ( Maclaurin ) hàm số f(x) nào đó đến luỹ thừa cấp vô hạn 

lần 

)
!

)0(
)()(

!

)(
)(

1

)(

0

1

0

)(

n

n

n
n

n

n

x
n

f
xfxx

n

xf
xf 



=



=

=−= (   

Phần dư tương ứng là 

 

0) (x;  hoaëcx) (0; c , 

)x (x;  hoaëcx) ;(x  c , 
00

1
)1(

1

0

)1(

)(
)!1(

)(
)(

)(
)!1(

)(
)(

+
+

+
+

+
=

−
+

=

n
n

n

n
n

n

x
n

cf
xR

xx
n

cf
xR

 

          2.7.2 Điều kiện tồn tại khai triển thành chuỗi Taylor (Maclaurin ) 

Điều kiện cần và đủ để hàm số f(x) có thể khai triển được thành chuỗi Taylor 

(Maclaurin) trong khoảng (x0 – R; x0 + R) là f(x) khả vi vô hạn lần trong khoảng 

này và phần dư Rn(x) → 0 khi n → . 

     2.7.3 Một số khai triển Maclaurin của các hàm cơ bản: 
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(1) ...
!

...
!3!2

1
!

32

1

++++++==


= n

xxx
x

n

x
e

n

n

n
x với mọi x  R 

(2) ...
)!12(

)1(
...

!5!3)!12(

)1(
sin

1253

1

12

+
+

−
+−+−=

+

−
=

+

=

+


n

xxx
x

n

x
x

nn

n

nn

 với mọi x  R 

(3) ...
)!2(

)1(
...

!4!2
1

)!2(

)1(
cos

242

1

2

+
−

+−+−=
−

=


= n

xxx

n

x
x

nn

n

nn

 với mọi x  R 

(4) ...
)!12(

...
!5!3)!12(

1253

1

12

+
+

++++=
+

=
+

=

+


n

xxx
x

n

x
shx

n

n

n

 với mọi x  R 

(5) ...
)!2(

...
!4!2

1
)!2(

242

1

2

+++++==


= n

xxx

n

x
chx

n

n

n

 với mọi x  R 

(6) ...
!

)1)...(1(
...

!2

)1(

!1
1)1( 2 +

+−−
+−

−
++=+ nx

n

n
xx

x
x

     

với x  [-1; 1] khi   0; với x  (-1; 1] khi –1 <  < 0 và với x  (-1; 1) khi   

 -1;  

(6.1) ...1)1(
1

1 32

0

+−+−=−=
+




=

xxxx
x n

nn với x  (-1; 1) 

(6.2) ...1)1(
1

1 642

0

2

2
+−+−=−=

+



=

xxxx
x n

nn với x  (-1; 1) 

(7) ...
)1(

...
32

)1(
)1ln(

132

1

1

+
−

+−+−=
−

=+
−

=

−


n

xxx
x

n

x
x

nn

n

nn

  với x  (-1; 1}. 

(8) ...
12

)1(
...

5312

)1( 1253

0

12

+
+

−
+−+−=

+

−
=

+

=

+


n

xxx
x

n

x
acrtgx

nn

n

nn

với x  [-1; 1] 

Chú ý: (6.1) , 6.2) là trường hợp riêng của (6); còn (7) là hệ quả của (6.1) và (8) 

là hệ quả của (6.2). 

2.8 CHUỖI FOURIER 

   2.8.1 Định nghĩa: Chuỗi Fourier của hàm f(x) trên đoạn [- ; ]  là chuỗi 

hàm có dạng: 

f(x) = 


=

++
1

0 )sin.cos.(
2 n

nn nxbnxa
a

     

trong đó:  













==

==





−

−













... 3, 2, 1,  n  

... 3, 2, 1, 0,  n  

,.sin)(
1

,.cos)(
1

dxnxxfb

dxnxxfa

n

n

 

Điều kiện khai triển được thành chuỗi Fourier: 
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2.8.2 Định lý (Định lý Đirichlê) 

Nếu hàm f(x) xác định trên đoạn [- ; ] có hữu hạn các cực trị và liên tục từng 

khúc, có thể trừ một số hữu hạn điểm gián đoạn loại I ( tức là thoả mãn các điều 

kiện Đirichlê) thì  chuỗi Fourier hội tụ về f(x) tại mọi điểm thuộc đoạn [- ; ]. 

Nếu S(x) là tổng của chuỗi (F) thì: 

i) S(x)  = f(x) tại những điểm f(x) liên tục. 

ii) S(x) = [f(x-0) + f(x+0)]/2 tại những điểm  f(x) gián đoạn loại I. 

iii) S() = S(-) = [f( -0) + f(+0)]/2. 

Nhận xét: 

Nếu f(x) là hàm chẵn thì chuỗi (F) có dạng: ... 3, 2, 1, 0,  n =+


=

,cos.
1

0

n

n nxaa  trong 

đó   

 ==




0

,.cos)(
2

... 3, 2, 1, 0,  n  dxnxxfan
 

Nếu f(x) là hàm lẻ thì chuỗi (F) có dạng: ... 3, 2, 1,   n  =


=

,sin.
1n

n nxb  trong đó   

 ==




0

,.sin)(
2

... 3, 2, 1,   n  dxnxxfbn
 

Trường hợp tổng quát: 

2.8.3 Định nghĩa: Chuỗi Fourier của hàm f(x) trên đoạn [- L; L]  là chuỗi 

hàm có dạng: 

)sin.cos.(
2 1

0 


=

++
n

nn
L

xn
b

L

xn
a

a 
     (F) 

trong đó:     













==

==





−

−













... 3, 2, 1,  n  

... 3, 2, 1, 0,  n  

,.sin)(
1

,cos)(
1

dx
L

xn
xf

L
b

dx
L

xn
xf

L
a

n

n

 

Nếu f(x) chẵn thì bn = 0 với mọi n; Nếu f(x) lẻ thì an = 0 với mọi n. 

2.8.4 Chuỗi Fourier của hàm f(x) trên đoạn [0; L] 

Nếu hàm f(x) cho trên đoạn [0; L], thì để khai triển được thành chuỗi Fourier, ta 

thác triển hàm f(x) sang hàm F(x) trên đoạn [-L; L] một cách tuỳ ý. Điều cơ bản 

là hàm thác triển F(x) thỏa mãn định lý khai triển Fourier trên đoạn [L; L] và 

F(x) = f(x) trên [0; L]. Sau đó khai triển thành chuỗi Fourier như là các hàm đã 

cho trên đoạn [-L; L].  
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Thông thường, hàm thác triển thuận lợi nhất là hàm mà các giá trị của nó trên 

đoạn [-L; 0] tìm được từ điều kiện f(x) = f(-x) hoặc f(x) = - f(-x). Trong trường 

hợp đầu, hàm f(x) trên đoạn [-L; L] là hàm chẵn, trường hợp thứ hai là hàm lẻ. 

Khi đó các hệ số khai triển Fourier của hàm này ( an trong trường hợp thứ nhất, 

bn trong trường hợp thứ hai) được xác định bằng các công thức đã chỉ ra ở trên 

cho các hàm số chẵn và hàm số lẻ. 

2.8.5 Ý nghĩa của khai triển chuỗi Taylor, Maclaurin, Fourier: 

   + Khai triển Taylor, Maclaurin được sử dụng trong các bài toán tìm giới hạn, 

tìm cực trị, ... 

Đặc biệt được sử dụng trong Giải tích số – một trong những ngành học của toán 

học ứng dụng. 

   + Khai triển Fourier là công cụ của Phương trình vật lý toán và giải tích điều 

hoà. Nó còn là cơ sở để giải các bài toán về phân bố nhiệt,... 

2.8.6 Các ví dụ về khai triển Fourier: 

Ví dụ 5: Khai triển Fourier của hàm f(x) =  + x cho trên đoạn [-; ] 

Đồ thị của hàm này là đoạn nối các điểm (-; 0) và ( ; 2). Hình vẽ 1 cho ta đồ 

thị hàm y = S(x), trong đó S(x) là tổng của chuỗi Fourier của hàm f(x) =  + x. 

Tổng này là hàm tuần hoàn chu kỳ 2 là trùng với hàm f(x) trên đoạn [-; ]. 

Ta cần xác định các hệ số của chuỗi Fourier.  

Ta có:  










2)(
1

)(
1

0 
−−

=+== dxxdxxfa ; 

... 3, , 2 1, m   ==+== 
−−

,0cos)(
1

cos)(
1












mxdxxmxdxxfam
 


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











0
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2

sin)(
1

sin)(
1

mxdxxmxdxxmxdxxfbm
 

1
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0

0
)1(
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Vây khai triển Fourier của hàm f(x) trên  đoạn [-; ] có dạng: 

  

 


=
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4

4sin

3

3sin

2

2sin
(sin2sin

)1(
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m

m xxx
xmx

m
xxf   

Ví dụ 6: Tương tự khai triển Fourier của hàm f(x) = x trên [-; ] có dạng: 



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−

==
1

1
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4

4sin

3
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2
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(sin2sin

)1(
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m

m xxx
xmx

m
xxf  

Ví dụ 7: Khai triển Fourier của hàm f(x) = x2 trên đoạn [-1; 1]. 
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Hàm đang xét là hàm chẵn, đồ thị của nó là parabol nằm giữa các điểm (-1; 1) và 

(1; 1)   Ở đây L = 1, vì vậy: 

3

2
2)(

2

0

2

0

0  ===



dxxdxxf
L

a

L

; 

m

m
m

mxdxx
L

xm
xf

L
a )1(

4
...cos2cos)(

2
22

2 −==== 
−−












 

Bởi vì hàm đang xét là hàm chẵn nên bm = 0 với mọi m .  

Vậy khai triển Fourier của hàm f(x) trên  đoạn [-1; 1] có dạng: 

                        


=

−
+==

1
22

2 cos
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3

1
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m
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2
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4

3

1
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xxx

x





 

Ví dụ 8: Tương tự khai triển Fourier của hàm f(x) = x2 trên đoạn [-; ] có dạng 

                                  


=

−
+==

1
2

2
2 cos
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4

3
)(

m

m

mx
m

xxf


 

                                         ...)
4

4cos

3

3cos

2

2cos
(cos4

3 222

2

+−+−−=
xxx

x


 

Ví dụ 9: Khai triển Fourier của hàm f(x) = x trên đoạn [0; 2]. 

Thác triển hàm f(x) thành hàm F(x) trên [-2; 2] như sau: 





−−


=

0] ;[-2 x vôùi   

]2 [0; x vôùi        





)(

)(
)(

xf

xf
xF  

Khi đó F(x) là hàm lẻ và thoả mãn các điều kiện của định lý Đirichlê về khai 

triển chuỗi Fourier. Do đó ta có: 

... 3, 2, 1,  n  =−===  ,
2

sin
1

sin)(
1

2

0

2

0



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



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2

0

2
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0  === xdxdxxfa  

... 3, 2, 1,  n ====  ,0coscos)(
1

2

0

2

0




mxdxxmxdxxfam  

Chuỗi Fourier của hàm f hội tụ về f(x) tại x  (0; 2) và hội tụ về [f(0) + 

f(2)]/2 =  tại x = 0, x = 2. 

Vậy khai triển Fourier của hàm f(x) = x trên đoạn [0; 2] có dạng: 
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−
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                ...)
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Ví dụ 10:  Tương tự khai triển Fourier của hàm f(x) = x2 trên [0; 2] có dạng: 


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



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 Tại x = 0, x = 2 chuỗi hội tụ về 22. 
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BÀI TẬP CHƯƠNG 3 

CHUỖI SỐ - CHUỖI HÀM 

A. Chuỗi số 

 

1. Xét sự hội tụ của chuỗi số 
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
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
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n
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n
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2. Xét sự hội tụ của chuỗi số 
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3. Xét sự hội tụ của các chuỗi số đan dấu sau 
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B. Chuỗi hàm  
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4. Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm: 
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5. Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm: 
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6. Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm: 
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